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ПЕРЕДМОВА

Äàíèé ïîñіáíèê ïðèñâÿ÷åíèé òàêіé ïðîñòіé і âîäíî÷àñ òà-
êіé ñêëàäíіé òåìі, ÿê çàäà÷і íà äії іç öіëèìè ÷èñëàìè. 

Óæå â ïî÷àòêîâіé øêîëі äіòè çíàþòü äіëåííÿ ÿê äіþ, îáåð-
íåíó äî ìíîæåííÿ, âìіþòü äіëèòè íàòóðàëüíі ÷èñëà ç îñòà-
÷åþ, çíàþòü, ùî òàêå ïðîñòå ÷èñëî, à âіäòàê, îá÷èñëþþòü 
ÍÑÄ і ÍÑÊ äâîõ ÷èñåë, âèâ÷àþòü îçíàêè ïîäіëüíîñòі. Ïðî-
òå íà ìàòåìàòè÷íèõ îëіìïіàäàõ òà íà іñïèòàõ ç ìàòåìàòèêè 
(ÇÍÎ) ñàìå çàâäàííÿ ç åëåìåíòàðíîї òåîðії ÷èñåë є íàéñêëàä-
íіøèìè äëÿ ó÷íіâ òà àáіòóðієíòіâ.

Òåîðåòè÷íèé ìàòåðіàë ïîñіáíèêà ñè ñòåìàòèçóє çíàííÿ 
ó÷íіâ ç òàêèõ òåì, ÿê ïîíÿòòÿ ïðîñòîãî і ñêëàäåíîãî ÷èñåë, 
îçíàêè ïîäіëüíîñòі, äіëåííÿ ç îñòà÷åþ òîùî. 

Îêðіì òîãî, ìàòåðіàë ç åëåìåíòàðíîї òåîðії ÷èñåë óçàãàëü-
íþєòüñÿ і ïîãëèáëþєòüñÿ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ çàêîíîìіðíîñòі 
öèôðîâîãî çàïèñó ÷èñëà, çîêðåìà ïðè éîãî ïіäíåñåííі äî ñòå-
ïåíÿ, ïîäіëüíіñòü і îñòà÷à, âëàñòèâîñòі îñòà÷, òåîðіÿ ëèøêіâ, 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü ó öіëèõ ÷èñëàõ òà їõíє çàñòîñóâàííÿ 
(íàïðèêëàä, ó òðèãîíîìåòðії), çàñòîñóâàííÿ âëàñòèâîñòåé ïî-
äіëüíîñòі â çàäà÷àõ ëîãі÷íîãî é ïðàêòè÷íîãî ñïðÿìóâàííÿ, ó 
çàäà÷àõ íà âèãðàøíó ñòðàòåãіþ ãðè òîùî.

Íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ìåòî-
äіâ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ó òåîðії ÷èñåë, òàêèõ ÿê ïðèíöèï Äі-
ðіõëå, ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії. 

Ïîñіáíèê ìіñòèòü áàãàòî ïðèêëàäіâ і çàâäàíü ðіçíîãî ðіâ-
íÿ ñêëàäíîñòі – âіä íàéïðîñòіøèõ äî îëіìïіàäíèõ. Ìàé-
æå äî âñіõ çàâäàíü íàïðèêіíöі ïîñіáíèêà íàâåäåíî ïîâíі 
ðîçâ’ÿçàííÿ àáî äåòàëüíі âêàçіâêè.

Ùîá ðîçâ’ÿçóâàòè çàïðîïîíîâàíі çàäà÷і, äîñèòü çíàòè êóðñ 
ìàòåìàòèêè çà âіñіì êëàñіâ. Çàóâàæèìî, ùî áіëüøіñòü çàäà÷ 
ïîñіáíèêà (îñîáëèâî § 1 і § 2) äîñòóïíі ó÷íÿì 6 і 7 êëàñіâ òà 
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíі äëÿ îðãàíіçàöії ïîçàêëàñíîї ðîáîòè 
іç öèìè ó÷íÿìè. 

Íà âіäìіíó âіä іñíóþ÷îї ëіòåðàòóðè ç òåîðії ÷èñåë, îñíîâ-
íà óâàãà â ïîñіáíèêó ïðèäіëÿєòüñÿ ñè ñòåìàòèçàöії òà ðîçâ’ÿ-
çóâàííþ çàäà÷ ç åëåìåíòàðíèõ ïîíÿòü ïðî ÷èñëî òà éîãî 
âëàñòèâîñòі, ùî âèâ÷àþòüñÿ â êóðñі çàãàëüíîîñâіòíüîї øêî-
ëè. Öå ìàòåðіàë § 3 і § 4, òðåòèíà ïðèêëàäіâ òà òðåòèíà äè-
äàêòè÷íîãî ìàòåðіàëó. Ñàìå öåé ìàòåðіàë ìîæå áóòè îñíîâîþ 
êóðñó çà âèáîðîì äëÿ çàãàëüíîîñâіòíіõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäіâ. 
Éîãî óñâіäîìëåííÿ ñïðèÿòèìå ÷іòêîìó ðîçóìіííþ ìàòåìàòè÷-
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íèõ ôàêòіâ òà ëîãіêè ìàòåìàòè÷íèõ äîâåäåíü, ùî ó ñâîþ ÷åð-
ãó ïîðîäæóє ïðàãíåííÿ äî ñàìîñòіéíèõ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëі-
äæåíü. Îñòàííє є ãîëîâíîþ ìåòîþ ïðîôіëüíîї îðієíòàöії.

Äëÿ ïðîôіëüíîãî íàâ÷àííÿ, êóðñó çà âèáîðîì ó êëàñàõ іç ïî-
ãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè, ïіäãîòîâêè ãðóïè ó÷íіâ 
äî ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàíü ïðîïîíóєòüñÿ ïîãëèáèòè çíàííÿ ç 
òåîðії ÷èñåë òàêèìè ìàòåìàòè÷íèìè ôàêòàìè, ÿê âëàñòèâîñ-
òі ïîðіâíÿíü, ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåâèçíà÷åíèõ ðіâíÿíü, âåëèêà é 
ìàëà òåîðåìè Ôåðìà, àëãîðèòì Åâêëіäà, ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї 
іíäóêöії òîùî. 

Çðîçóìіëî, ùî êëàñè ïðîôіëüíîãî íàâ÷àííÿ, ïîãëèáëåíîãî 
âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè, ïіäãîòîâêà äî ðіçíèõ åòàïіâ ìàòåìà-
òè÷íèõ çìàãàíü òàêîæ ïîòðåáóþòü çàäà÷ ðіçíîãî ðіâíÿ ñêëàä-
íîñòі, çàëåæíî âіä îñîáëèâîñòåé êîíêðåòíîї ãðóïè ó÷íіâ. 
Òîìó, ç ìåòîþ ïîëåãøåííÿ ðîáîòè â÷èòåëÿ, â óñіõ çàâäàííÿõ 
âèäіëåíî äâà ðіâíі ñêëàäíîñòі. Çіðî÷êîþ ïîçíà÷åíî áіëüø 
ñêëàäíèé òåîðåòè÷íèé òà äèäàêòè÷íèé ìàòåðіàë. 

Ó Äîäàòêó 1 ïðîïîíóєòüñÿ îðієíòîâíà äâîðіâíåâà ïðîãðà-
ìà âіäïîâіäíîãî êóðñó çà âèáîðîì.

Çàóâàæèìî, ùî, âðàõîâóþ÷è áàãàòîðіâíåâіñòü ïîñіáíèêà, 
çà íèì ìîæóòü ïðàöþâàòè ÿê øêîëÿðі 7–11 êëàñіâ, òàê і àáі-
òóðієíòè. Â÷èòåëÿì âіí äîïîìîæå ó ïðîâåäåííі ïîçàêëàñíèõ 
çàíÿòü (çîêðåìà, êóðñó çà âèáîðîì) ç òåîðії ÷èñåë, îðãàíіçàöії 
âèâ÷åííÿ ïåâíèõ òåì ó êëàñàõ іç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìà-
òåìàòèêè.

Çàêіí÷èòè ïåðåäìîâó õî÷ó âèñëîâëþâàííÿì Ã.Õ. Õàðäі:
«Åëåìåíòàðíà òåîðіÿ ÷èñåë є îäíèì ç íàéêðàùèõ 

ïðåäìåòіâ äëÿ ïî÷àòêîâîї ìàòåìàòè÷íîї îñâіòè. Âîíà 
âèìàãàє äóæå ìàëî áàçîâèõ çíàíü; ìåòîäè ìіðêóâàíü, 
ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ó íіé, ïðîñ òі é çàãàëüíі, їõ íåáàãà-
òî; ñåðåä ìàòåìàòè÷íèõ íàóê íåìàє ïîäіáíîї ó çâåð-
íåííі äî ïðèðîäíîї ëþäñüêîї äîïèòëèâîñòі». 
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Ðîçäіë І 

АРИФМЕТИКА ЦІЛИХ ЧИСЕЛ

§ 1. Означення і найпростіші властивості подільності 

ПРОСТІ І СКЛАДЕНІ ЧИСЛА
Âè, áåçóìîâíî, çíàєòå, ùî ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (їõ 

ìíîæèíó ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè N) є ïðîñ òі ÷èñëà і ñêëàäåíі 
÷èñëà. 

×èñëî íàçèâàєòüñÿ ñêëàäåíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè ÿê äîáóòîê äâîõ ìåíøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, áіëüøèõ 
çà 1. Íàïðèêëàä, 6 = 2 ⋅ 3 – ÷èñëî ñêëàäåíå.

ßêùî ÷èñëî äіëèòüñÿ òіëüêè ñàìå íà ñåáå і íà 1, òî òàêå 
÷èñëî íàçèâàþòü ïðîñòèì.

Íàïðèêëàä, 3 = 1 ⋅ 3 – ïðîñòå ÷èñëî.
Îäèíèöÿ íå є ïðîñòèì ÷èñëîì і íå є ñêëàäåíèì ÷èñëîì.

Äâà ÷èñëà íàçèâàþòü âçàєìíî ïðîñòèìè, ÿêùî âîíè íå 
ìàþòü ñïіëüíèõ ìíîæíèêіâ. Çðîçóìіëî, ùî äâà ðіçíèõ ïðî-
ñòèõ ÷èñëà çàâæäè áóäóòü âçàєìíî ïðîñòèìè.

Íàïðèêëàä, ÷èñëî 120 ìîæíà ðîçêëàñòè íà ïðîñ òі ìíîæíè-
êè òàê: 120 = 12 ⋅ 10 = 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 5 = 23 ⋅ 3 ⋅ 5. ßêùî ñïðîáóâà-
òè ðîçêëàñòè öå ÷èñëî íà ìíîæíèêè іíàêøå, íàïðèêëàä, ïî-
÷àâøè òàê: 120 = 40 ⋅ 3, òî îòðè ìàєìî â ðåçóëüòàòі âñå îäíî 
òàêèé ñàìèé ðîçêëàä íà ïðîñ òі ìíîæíèêè. Öåé ôàêò, ùî є 
іíòóїòèâíî î÷åâèäíèì (ïðîòå ÿêèé íå òàê óæå é ëåãêî äîâåñ-
òè), íàçèâàþòü ÎÑÍÎÂÍÎÞ ÒÅÎÐÅÌÎÞ ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ:

Êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ìîæíà ðîçêëàñòè íà ïðîñ òі 
ìíîæíèêè, ïðè÷îìó єäèíèì ÷èíîì. 

Ôàêòè÷íî âñі âëàñòèâîñòі ïîäіëüíîñòі, ÿêі ìè áóäåìî ðîç-
ãëÿäàòè äàëі, áàçóþòüñÿ ñàìå íà öіé òåîðåìі.

Êàæóòü, ùî öіëå ÷èñëî à äіëèòüñÿ íà öіëå ÷èñëî ð (àáî 
à êðàòíå ÷èñëó ð), ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå öіëå ÷èñëî ñ, ùî 
à = ðc. Ïðè÷îìó ÷èñëî ð íàçèâàþòü äіëüíèêîì ÷èñëà à. Ïî-
çíà÷àþòü öå òàê: à e ð.
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ВЛАСТИВОСТІ ПОДІЛЬНОСТІ
Ñïèðàþ÷èñü íà îñíîâíó òåîðåìó àðèôìåòèêè, ëåãêî äî-

âåñòè òàêі âëàñòèâîñòі ïîäіëüíîñòі öіëèõ ÷èñåë* (ïðîïîíóєìî 
çðîáèòè öå ñàìîñòіéíî).

1. ßêùî ÷èñëî X äіëèòüñÿ íà m, òî і ÷èñëî nX äіëèòüñÿ íà m.
2. ßêùî äåÿêå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà äâà âçàєìíî ïðîñòèõ ÷èñëà 

n і m, òî âîíî äіëèòüñÿ і íà їõíіé äîáóòîê nm.
3. ßêùî ÷èñëî nX äіëèòüñÿ íà m, äå n і m âçàєìíî ïðîñòі, òî 

X äіëèòüñÿ íà m. 
4. ßêùî ÷èñëà à і b âçàєìíî ïðîñòі, òî ç òîãî, ùî à e d і 

b e d, âèïëèâàє, ùî d = %1.
5. ßêùî ÷èñëà à і b äіëÿòüñÿ íà ñ, òî і їõíÿ ñóìà à + b òà 

ðіçíèöÿ à – b òåæ äіëÿòüñÿ íà ñ. 
6. ßêùî à äіëèòüñÿ íà ñ, à b äіëèòüñÿ íà d, òî äîáóòîê àb äі-

ëèòüñÿ íà ñd.
7. ßêùî ÷èñëî b òà ðіçíèöÿ à – b äіëÿòüñÿ íà ñ, òî é ÷èñëî à 

òàêîæ äіëèòüñÿ íà ñ (îñêіëüêè à = b + (à – b)). 
Öі òâåðäæåííÿ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі 

çàäà÷. Òàê íàñëіäêîì ç âëàñòèâîñòåé (1) і (5) ìàєìî òàêå.
8. ßêùî ÷èñëî X äіëèòüñÿ íà m, òî і ÷èñëî X + nm äіëèòüñÿ 

íà m. 
À ç (8) äëÿ ïîñëіäîâíîñòі ÷èñåë íà ÷èñëîâіé îñі ìàєìî 

òâåðäæåííÿ. 
9. Íà ÷èñëîâіé îñі:

• ñåðåä äâîõ ïîñëіäîâíèõ ÷èñåë – îäíå ïàðíå;
• ç òðüîõ ïîñëіäîâíèõ ÷èñåë – îäíå äіëèòüñÿ íà 3;
• іç ÷îòèðüîõ ïîñëіäîâíèõ ÷èñåë – îäíå äіëèòüñÿ íà 4;
• .........................................
• ç n ïîñëіäîâíèõ ÷èñåë – îäíå äіëèòüñÿ íà n.

Приклад 1  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî öіëîãî ÷èñëà n äі-
ëÿòüñÿ íà 2 ÷èñëà: à) ; á) .

Розв’язання
1) Ðîçêëàäåìî çàäàíі âèðàçè íà ìíîæíèêè: 
à) ; á) .
2) ßêùî ÷èñëî n є ïàðíèì, òî òâåðäæåííÿ, ÿêі òðåáà äî-

âåñòè, âèêîíóþòüñÿ.

* Çàãàëüíå çàóâàæåííÿ: äàëі ïіä ïîíÿòòÿì «÷èñëî» ìàєìî íà 
óâàçі, ùî ìè ïðàöþєìî íà ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë.
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3) ßêùî ÷èñëî n є íåïàðíèì, òî: à) ÷èñëî n + 3 – ïàðíå і 
 äіëèòüñÿ íà 2; á) ÷èñëî 3n – íåïàðíå, ÷èñëî 3n + 1 – 

ïàðíå і  äіëèòüñÿ íà 2.
Ùî é âèìàãàëîñÿ äîâåñòè (Ù. â. ä.).

Приклад 2  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ð, 
ð > 3, ÷èñëî ð2 – 1 äіëèòüñÿ íà 12.
Розв’язання

1) Ìàєìî ð2 – 1 = (ð – 1)(ð + 1). Çà óìîâîþ ð > 3 і ð – ïðî-
ñòå, òîäі ð – íåïàðíå, çâіäñè ÷èñëà (ð – 1) і (ð + 1) – ïàðíі.

2) ×èñëî ð íå äіëèòüñÿ íà 3. Òîäі îäíå іç ÷èñåë (ð % 1) 
êðàòíå ÷èñëó 3.

3) Ìàєìî, ùî ÷èñëî ð2 – 1 äіëèòüñÿ íà 4 і íà 3, òîäі 
(ð2 – 1) e 12.

Ù. â. ä.

Приклад 3  ×èñëî ð – ïðîñòå, áіëüøå çà 3. Äîâåäіòü, ùî 
÷èñëî ð2 – 1 êðàòíå ÷èñëó 24.
Розв’язання

Àíàëîãі÷íî äî ïîïåðåä íüîãî ïðèêëàäó ïðåäñòàâèìî çàäàíå 
÷èñëî ó âèãëÿäі (ð – 1)(ð + 1). Äîâåäåìî, ùî îáèäâà ìíîæíè-
êè (ð – 1) і (ð + 1) íå òіëüêè ïàðíі, à ùå é îäèí ç íèõ äіëèòü-
ñÿ íà 4. Ñêîðèñòàєìîñÿ ìåòîäîì âіä ñóïðîòèâíîãî. 

Íåõàé îáèäâà ÷èñëà (ð – 1) і (ð + 1) íå äіëÿòüñÿ íà 4. ×èñ-
ëî ð – ïðîñòå і íå ìîæå áóòè êðàòíèì ÷èñëó 4. Òîäі îäíå іç ÷èñåë 
(ð – 2) і (ð + 2) äіëèòüñÿ íà 4 (áî іç ÷îòèðüîõ ïîñëіäîâíèõ ÷èñåë 
îäíå êðàòíå ÷èñëó 4), òîáòî àáî (ð – 2), àáî (ð + 2) є ïàðíèì. 

Ç îñòàííüîãî âèïëèâàє, ùî áóäå ïàðíèì àáî ÷èñëî (ð – 2) +
+ 2 = ð, àáî (ð + 2) – 2 = ð, ÷îãî áóòè íå ìîæå. 

Òîäі (âðàõîâóþ÷è ïðèêëàä 2) çàäàíå ÷èñëî ð2 – 1 äіëèòüñÿ 
íà äîáóòîê ÷èñåë 2, 3, 4, òîáòî íà 24.

Ù. â. ä.
Çàóâàæèìî, ùî â ïðèêëàäі 3 ìè äîâåëè ùå îäíó êîðèñíó 

âëàñòèâіñòü öіëèõ ÷èñåë:
10. Îäíå ç äâîõ ïîñëіäîâíèõ ïàðíèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 4.

Приклад 4  Äîâåäіòü, ùî äîáóòîê ÷îòèðüîõ ïîñëіäîâíèõ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 24.
Розв’язання

Ñåðåä ÷îòèðüîõ ïîñëіäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äâà ïàðíèõ, 
ïðè÷îìó îäíå ç íèõ äіëèòüñÿ íà 4; îäíå äіëèòüñÿ íà 3. Îòæå, 
ìàє ìî ïîäіëüíіñòü çàäàíîãî äîáóòêó íà  Ù. â. ä.
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Äîâåäåìî âіä ñóïðîòèâíîãî òàêó âëàñòèâіñòü äâîõ ïîñëі-
äîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

11. Äâà ïîñëіäîâíèõ ÷èñëà n і n + 1 є âçàєìíî ïðîñòèìè. 

Íåõàé öі ÷èñëà ìàþòü ñïіëüíèé ìíîæíèê d. Òîäі і ðіçíè-
öÿ öèõ ÷èñåë ((n + 1) – n) òåæ äіëèòüñÿ íà d. Çâіäcè d = 1. 

Приклад 5  Äîâåäіòü, ùî íàéìåíøèé (âіäìіííèé âіä 1) 
äіëüíèê ñêëàäåíîãî ÷èñëà N íå ïåðåâèùóє êâàä ðàòíîãî êîðå-
íÿ іç ÷èñëà N.

Розв’язання
Íåõàé d – íàéìåíøèé äіëüíèê ÷èñëà N. Òîäі N = kd, äå k I d. 

Òîäі d2 J N і d íå ïåðåâèùóє êâàä ðàòíîãî êîðåíÿ іç ÷èñëà N.
Ù. â. ä.

ЗВЕРНІТЬ УВАГУ НА ПАРНІСТЬ
Іíêîëè îëіìïіàäíó, ñêëàäíó, íà ïåðøèé ïîãëÿä, çàäà÷ó äî-

ïîìàãàє ðîçâ’ÿçàòè ïðîñòå ìіðêóâàííÿ ïðî çáåðåæåííÿ (іíâà-
ðіàíò) ïàðíîñòі ÷èñëà.

Приклад 6  Íà äîøöі çàïèñàíî ÷îòèðè ÷èñëà: 4, 7, 11, 13. 
Äîçâîëåíî äî äîâіëüíèõ äâîõ ç íèõ äîäàòè ïî îäèíèöі é çà-
ïèñàòè îòðèìàíі ñóìè çàìіñòü äâîõ îáðàíèõ ÷èñåë. ×è ìîæíà 
òàêèì ñïîñîáîì çðîáèòè âñі ÷èñëà ðіâíèìè?

Розв’язання
Ñóìà ÷îòèðüîõ ðіâíèõ ÷èñåë – ïàðíå ÷èñëî, à ñóìà çàäà-

íèõ ÷èñåë – íåïàðíà (áî îäíå іç öèõ ÷èñåë ïàðíå, à òðè – 
íåïàðíèõ). Äîäàâàííÿ áóäü-ÿêîї êіëüêîñòі äâіéîê (1 + 1) äî 
öèõ ÷èñåë íå çìіíèòü ïàðíîñòі їõíüîї ñóìè. Îòæå, öі ÷èñëà 
íå ìîæíà çðîáèòè ðіâíèìè.

Âіäïîâіäü. Íі. 

Приклад 7  Íà ÷óäî-äåðåâі ðîñòóòü 25 áàíàíіâ і 30 àïåëüñè-
íіâ. Êîæíîãî äíÿ ×óäî-þäî çðèâàє äâà ïëîäè, çàìіñòü ÿêèõ 
âèðîñòàє îäèí íîâèé – àïåëüñèí, ÿêùî áóëî çіðâàíî äâà îä-
íàêîâèõ ôðóêòè, àáî áàíàí, ÿêùî çіðâàëè äâà ðіçíèõ ôðóê-
òè. ßêèì áóäå òîé ôðóêò, ùî çàëèøèòüñÿ íà öüîìó äåðåâі 
îñòàííіì?
Розв’язання

Ïàðíіñòü êіëüêîñòі áàíàíіâ íå çìіíþєòüñÿ â îáîõ âàðіàí-
òàõ çðèâàííÿ ïëîäіâ. Ïî÷àòêîâà êіëüêіñòü áàíàíіâ íåïàðíà, 
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òîìó êіëüêіñòü áàíàíіâ çàëèøàєòüñÿ íåïàðíîþ. Îòæå, îñòàí-
íіì ôðóêòîì ìîæå áóòè ëèøå áàíàí.

Âіäïîâіäü. Áàíàí. 

РОЗКЛАДАННЯ НА ПРОСТІ МНОЖНИКИ 
І ПОВНИЙ КВАДРАТ ЧИСЛА

Çàóâàæèìî òàêå. 

12. ßêùî ðîçêëàä ÷èñëà íà ïðîñ òі ìíîæíèêè ìàє âèãëÿä: 
, òî êіëüêіñòü äіëüíèêіâ ÷èñëà à äîðіâ-

íþє .

Íàïðèêëàä, ÷èñëî 5 ìàє (1+1) äâà äіëüíèêè: 1 і 5. ×èñëî 
6 =  ìàє (1+1)(1+1) ÷îòèðè äіëüíèêè: Ä = {2; 3; 1; 6}. ×èñ-
ëî 16 = 24 ìàє 5 äіëüíèêіâ: Ä = {1; 2; 4; 8; 16}.

13. ßêùî ðîçêëàä ÷èñëà íà ïðîñ òі ìíîæíèêè ìàє âèãëÿä 
, òî à є ïîâíèì êâàä ðàòîì òîäі і òіëüêè 

òîäі, êîëè êîæíèé ç ïîêàçíèêіâ ñòåïåíÿ q1, q2, ..., qn – 
÷èñëî ïàðíå.

Äîâåäåìî äâà êîðèñíèõ îïîðíèõ ôàêòè ïðî ïîâíèé êâàä-
ðàò ÷èñëà. 

14. ßêùî ÷èñëî є ïîâíèì êâàä ðàòîì, òî âîíî ìàє íåïàðíó 
êіëüêіñòü äіëüíèêіâ; ÿêùî ÷èñëî íå є ïîâíèì êâàä ðàòîì, 
òî êіëüêіñòü éîãî äіëüíèêіâ – ÷èñëî ïàðíå.

Доведення
Íåõàé  – ðîçêëàä çàäàíîãî ÷èñëà íà ïðîñ-

òі ìíîæíèêè. Òîäі êіëüêіñòü äіëüíèêіâ ÷èñëà à äîðіâíþє N =
= (q1 + 1)(q2 + 1)...(qn + 1). ×èñëî à є ïîâíèì êâàä ðàòîì òîäі і 
òіëüêè òîäі, êîëè êîæíèé ç ïîêàçíèêіâ ñòåïåíÿ q1, q2, ..., qn – 
÷èñëî ïàðíå. Òîäі âñі ÷èñëà (q1 + 1), (q2 + 1)...(qn + 1) – íåïàð-
íі і N – íåïàðíå. 

ßêùî à íå є ïîâíèì êâàä ðàòîì, òî õî÷à á îäíå іç ÷èñåë q1, 
q2, ..., qn є íåïàðíèì, íàïðèêëàä qi. Òîäі (qi + 1) – ÷èñëî ïàð-
íå і N – ïàðíå.

Ù. â. ä.

15. ßêùî äîáóòîê âçàєìíî ïðîñòèõ ÷èñåë – ïîâíèé êâàä ðàò, 
òî êîæíå іç öèõ ÷èñåë є ïîâíèì êâàä ðàòîì. 

Доведення
1) Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ ìíîæíèêіâ. Íåõàé .
Êîæíå іç ÷èñåë à і b ìîæíà ðîçêëàñòè íà ïðîñ òі ìíîæíè-
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êè, ïðè÷îìó öі ðîçêëàäè íå ìіñòÿòü îäíàêîâèõ ïðîñòèõ ÷èñåë. 
Ðîçêëàä ïðàâîї ÷àñòèíè íà ïðîñ òі ìíîæíèêè ìіñòèòü ïðîñ òі 
÷èñëà â ïàðíîìó ñòåïåíі. Òîäі ðîçêëàäè íà ïðîñ òі ìíîæíèêè 
êîæíîãî іç ÷èñåë à і b ìіñòÿòü êîæíå ç óêàçàíèõ ïðîñòèõ ÷è-
ñåë ó ïàðíîìó ñòåïåíі, òîáòî à і b є ïîâíèìè êâàä ðàòàìè.

2) Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê òðüîõ ìíîæíèêіâ. Íåõàé .
Ðîçãëÿíåìî ëіâó ÷àñòèíó ñïіââіäíîøåííÿ ÿê äîáóòîê äâîõ 

ìíîæíèêіâ àb і c. Òîäі, çà äîâåäåíèì ó ï. 1, êîæíèé іç öèõ 
ìíîæíèêіâ, àb і c, – ïîâíèé êâàä ðàò. ßêùî àb ïîâíèé êâàä-
ðàò, òî (çà ï. 1) – і à, і b є ïîâíèìè êâàä ðàòàìè. Ìàєìî, ùî 
êîæíèé ç òðüîõ ìíîæíèêіâ – ïîâíèé êâàä ðàò.

3) Àíàëîãі÷íî äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ äëÿ äîáóòêó äîâіëü-
íîї êіëüêîñòі âçàєìíî ïðîñòèõ ìíîæíèêіâ.

Ù. â. ä.

НАЙБІЛЬШИЙ СПІЛЬНИЙ ДІЛЬНИК 
І НАЙМЕНШЕ СПІЛЬНЕ КРАТНЕ

Ñôîðìóëþєìî ùå äâà âàæëèâèõ îçíà÷åííÿ.
Íàéáіëüøèì ñïіëüíèì äіëüíèêîì (ñêîðî÷åíî ÍÑÄ) äâîõ 

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàþòü íàéáіëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, 
ùî є äіëüíèêîì îáîõ äàíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, ÍÑÄ (12; 8) = 4.

Íàéìåíøèì ñïіëüíèì êðàòíèì (ñêîðî÷åíî ÍÑÊ) äâîõ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàєòüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî 
äіëèòüñÿ íà êîæíå ç äàíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, ÍÑÊ (12; 8) = 24.

Приклад 8  Äàíî äâà ÷èñëà  і . 
Çíàéäіòü: à) ÍÑÄ (a; b); á) ÍÑÊ (a; b).
Розв’язання

à) Øóêàíèé ÍÑÄ – ñïіëüíà ÷àñòèíà ðîçêëàäó äàíèõ ÷èñåë 
íà ïðîñ òі ìíîæíèêè, òîáòî ÍÑÄ (a; b) =  

á) Øóêàíå ÍÑÊ – îá’єäíàííÿ ðîçêëàäó äàíèõ ÷èñåë íà 
ïðîñ òі ìíîæíèêè, òîáòî ÍÑÊ (a; b) = .

Âіäïîâіäü. à) 24; á) .

Приклад 9  Çíàéäіòü íàéìåíøå ÷èñëî, ÿêå äіëèòüñÿ íà 36, 
57 і 95. 
Розв’язання

Øóêàíå ÷èñëî äîðіâíþє ÍÑÊ (36; 57; 95). Ðîçêëàäåìî çàäà-
íі ÷èñëà íà ïðîñ òі ìíîæíèêè: 36 = , 57 = , 95 = .

Êîæíèé ìíîæíèê ðr (ð – ïðîñòå ÷èñëî), ùî є ó ðîçêëàäі 
äàíèõ ÷èñåë, âõîäèòü ìíîæíèêîì äî ÍÑÊ öèõ ÷èñåë. Ìàєìî
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ÍÑÊ (36; 57; 95) =  .
Âіäïîâіäü. 3420.

Приклад 10  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 
a і b, ïðàâèëüíèì є ñïіââіäíîøåííÿ ÍÑÄ (a; b) ⋅ ÍÑÊ (a; b) = ab.

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî ñïіëüíó ÷àñòèíó ðîçêëàäó äàíèõ ÷èñåë íà 

ïðîñ òі ìíîæíèêè ÿê C. Òîäі êîæíå ç äàíèõ ÷èñåë ìîæíà 
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі  і , äå ÷èñëà A і B íå 
ìàþòü ñïіëüíèõ ìíîæíèêіâ (âçàєìíî ïðîñòі). 

Çðîçóìіëî, ùî ÍÑÄ (a; b) = C, ÍÑÊ (a; b) = . Çâіäñè 
ìàєìî: ÍÑÄ (a; b) ⋅ ÍÑÊ (a; b) =  = ab.

Ù. â. ä.

Приклад 11  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë a і b ïðàâèëüíèì є ñïіââіäíîøåííÿ 

ÍÑÄ (à; à + b) = ÍÑÄ (a; b).

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî ñïіëüíó ÷àñòèíó ðîçêëàäó ÷èñåë a і b íà ïðîñ-

òі ìíîæíèêè ÿê Ñ. Òîäі êîæíå ç äàíèõ ÷èñåë ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäі  і , äå ÷èñëà A і B íå ìàþòü 
ñïіëüíèõ ìíîæíèêіâ (âçàєìíî ïðîñòі). 

Ìàєìî à + b = Ñ(À + Â), äå ÷èñëà A і (A + Â) âçàєìíî ïðîñ-
òі (áî ñïіëüíèé ìíîæíèê ÷èñåë A і A + B є ñïіëüíèì ìíîæ-
íèêîì ÷èñëà Â).

Çðîçóìіëî, ùî ÍÑÄ (a; b) = C = ÍÑÄ (a; à + b). 
Ù. â. ä.

Приклад 12  Çíàéäіòü äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ 
äîðіâíþє 35, à íàéìåíøå ñïіëüíå êðàòíå äîðіâíþє 42.

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî ñïіëüíó ÷àñòèíó øóêàíèõ ÷èñåë X і Y ÿê Ñ. 

Òîäі X = AC, Y = BC, äå ÷èñëà À і Â âçàєìíî ïðîñòі. Çà óìî-
âîþ: Ñ(À + Â) = 35 і ÑÀÂ = 42. Ñïіëüíèì ìíîæíèêîì ÷èñåë 
42 і 35 є ÷èñëî 7. Òîäі Ñ = 7, À + Â = 5, ÀÂ = 6. Çâіäñè X =
= 7 ⋅ 2 = 14, Y = 7 ⋅ 3 = 21.

Âіäïîâіäü. 14 і 21.

Приклад 13  Ðіçíèöÿ äâîõ íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äî-
ðіâíþє 4. Çíàéäіòü ÍÑÄ öèõ ÷èñåë.
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Розв’язання
Íåõàé À і Â – øóêàíі ÷èñëà, À – Â = 4. Íåïàðíі ÷èñëà íå 

ìàþòü ïàðíèõ äіëüíèêіâ. Íåõàé A і B ìàþòü íåïàðíèé ñïіëü-
íèé ìíîæíèê. Âіí є äіëüíèêîì ÷èñëà A – B, òîáòî ìåíøèé 
âіä 4.

Òîäі ìîæëèâèé єäèíèé âèïàäîê: A = 3n, B = 3m, A – B =
= 3(n – m), äå n і m – öіëі ÷èñëà. Ðіâíіñòü 3(n – m) = 4 íå-
ìîæëèâà (÷èñëî (n – m) – öіëå). Çâіäñè A і B – âçàєìíî ïðîñ-
òі і ÍÑÄ (A; B) = 1.

Âіäïîâіäü. 1.

*ФУНКЦІЯ ЕЙЛЕРА

Приклад 14  Ñêіëüêè іñíóє ÷èñåë, ìåíøèõ âіä n і âçàєìíî 
ïðîñòèõ ç íèì, ÿêùî ?

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî: n2 – êіëüêіñòü ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü n і 

äіëÿòüñÿ íà 2; n3 – êіëüêіñòü ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü n і 
äіëÿòüñÿ íà 3; n6 – êіëüêіñòü ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü n і 
äіëÿòüñÿ íà 6.

Çà âëàñòèâіñòþ (9) ìàєìî: ; ; .

×èñëà, âçàєìíî ïðîñ òі ç n, íå ïîâèííі äіëèòèñÿ íі íà 2, íі íà 3. 

Êіëüêіñòü òàêèõ ÷èñåë äîðіâíþє: 

. 

Âіäïîâіäü. . 

Çàçíà÷èìî, ùî êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n > 1 ìîæíà 
ïîñòàâèòè ó âіäïîâіäíіñòü ÷èñëà, ìåíøі âіä öüîãî ÷èñëà n і 
âçàєìíî ïðîñ òі ç íèì. Êіëüêіñòü òàêèõ ÷èñåë çàïèñóþòü ÿê 
Ω(n) і íàçèâàþòü ôóíêöієþ Åéëåðà.

Íàâåäåìî äåÿêі âëàñòèâîñòі ôóíêöії Åéëåðà:
1) Ω(n) < n;
2) ÿêùî n = p – ïðîñòå ÷èñëî, òî Ω(n) = p;
3) äëÿ n > 2 Ω(n) – ïàðíå;

4) ÿêùî  – ñòåïіíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî Ω(n) = ;

5) çàãàëüíà ôîðìóëà äëÿ Ω(n) òàêà:
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Ω(n) =    ... , äå p1, p2, ..., pm – óñі 

ïðîñ òі ìíîæíèêè, íà ÿêі äіëèòüñÿ n.

ПРО ПОДІЛЬНІСТЬ СУМИ І РІЗНИЦІ ДВОХ ЧИСЕЛ 
Ðîçãëÿíåìî ùå êіëüêà ïðèêëàäіâ íà ïîäіëüíіñòü ñóìè і 

ðіçíèöі ÷èñåë.

Приклад 15  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 
÷èñëî  є ñêëàäåíèì.

Розв’язання
Ìàєìî .
Ù. â. ä.

Приклад 16  ×èñëà à і b – öіëі і íå äîðіâíþþòü 0, ïðè÷îìó 
5à = 3b. Äîâåäіòü, ùî a + b – ñêëàäåíå ÷èñëî.

Розв’язання
Ç óìîâè âèïëèâàє, ùî a e 3 і b e 5, òîáòî a і b ìîæíà çà-

ïèñàòè ÿê  òà , äå n і m – öіëі ÷èñëà. Òîäі ñïіâ-
âіäíîøåííÿ 5à = 3b ìîæíà çàïèñàòè: , òîáòî n =
= m. Ìàєìî, ùî øóêàíà ñóìà äîðіâíþє a + b = n(3 + 5) = 8n, 
òîáòî є ÷èñëîì ñêëàäåíèì.

Ù. â. ä.

Приклад 17  Äîâåäіòü, ùî ïðè êîæíîìó öіëîìó n ÷èñëî 
n3 – 3n2 + 2 äіëèòüñÿ íà 6.

Розв’язання 
n3 – 3n2 + 2 = n(n – 1)(n – 2). Ç ïîñëіäîâíîñòі òðüîõ öіëèõ 

÷èñåë ïðèíàéìíі îäíå äіëèòüñÿ íà 3 і îäíå – íà 2. Òîäі çà 
âëàñòèâіñòþ 2 äîáóòîê öèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 6.

Ù. â. ä.

Приклад 18  Äîâåäіòü, ùî à5 + b5 äіëèòüñÿ íà à + b.

Розв’язання 
Âèðàç à5 + b5 ìîæíà ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè:
à5 + b5 = (à + b)(à4 – à3b + à2b2 – àb3 + b4).
Çà âëàñòèâіñòþ 1 âèðàç à5 + b5 äіëèòüñÿ íà à + b. Ù. â. ä.
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Приклад 19  Äîâåäіòü, ùî à8b + àb8 äіëèòüñÿ íà à2b + àb2.

Розв’язання 
Ñêîðèñòàєìîñÿ òîòîæíîñòÿìè:
à8b + àb8 = àb(à7 + b7), 
à7 + b7 = (à + b)(à6 – à5b + à4b2 – à3b3 + à2b4 – àb5 + b6),
à8b + àb8 = àb(à + b)(à6 – à5b + à4b2 – à3b3 + à2b4 – àb5 + b6),
à2b + àb2 = àb(à + b).
Òîäі çà âëàñòèâіñòþ 2 øóêàíå òâåðäæåííÿ âèêîíóєòüñÿ.
Ù. â. ä.

Çàóâàæèìî, ùî â îñòàííіõ ïðèêëàäàõ ìè ñêîðèñòàëèñÿ 
òèì, ùî

16*. a2n+1 + b2n+1 = (à + b)(à2n – à2n–1b + à2n–2b2 – ... –
– àb2n–1 + b2n), äå .

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 16. Äîïîìîæå öå çðîáèòè ïîñëіäîâ-
íіñòü

àk–1; –àk–2b; àk–3b2; ...; –àbk–2; bk–1.

Öå – ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñіÿ ç ïåðøèì ÷ëåíîì àk–1 і çíàìåí-

íèêîì . Çíàéäåìî ñóìó ïåðøèõ n ÷ëåíіâ öієї ïðîãðåñії:

.

Íåâàæêî äîâåñòè ùå îäíó ôîðìóëó ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ.

17*. an – bn = (à – b)(àn–1 + àn–2b + àn–3b2 + ... + àbn–2 + bn–1), 
äå .

Ñïðîáóéòå çðîáèòè öå ñàìîñòіéíî. (Ïîðàäà: ðîçãëÿíüòå 
îêðåìî âèïàäêè: n – íåïàðíå і n – ïàðíå. Ó ïåðøîìó âèïàäêó 
ó ôîðìóëі (16) âèêîíàéòå çàìіíó b íà (–b). Ó äðóãîìó âèïàäêó 
ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ ðіçíèöі êâàä ðàòіâ äâîõ ÷èñåë.)

Ïðè n = 2 і n = 3 ç (16) îòðèìàєìî âіäîìі çі øêіëüíîãî 
êóðñó àëãåáðè ôîðìóëè ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ äëÿ ðіçíèöі 
êâàä ðàòіâ і ðіçíèöі êóáіâ âіäïîâіäíî.

Çàçíà÷èìî ùå òàêèé êîðèñíèé ôàêò, ùî âèïëèâàє ç (16–17). 
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18*. Ðіçíèöÿ îäíàêîâèõ ïàðíèõ ñòåïåíіâ äіëèòüñÿ íà ñóìó і 
ðіçíèöþ îñíîâ. 

Приклад 20*  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî z = 15n – 8n + 6 ⋅ 36n + 1 
äіëèòüñÿ íà 14 ïðè äîâіëüíîìó íàòóðàëüíîìó çíà÷åííі ÷èñëà n.

Розв’язання
1) Çà íàâåäåíèìè âèùå ôîðìóëàìè ìàєìî:
15n – 8n = (15 – 8)(15n–1 +  + ... +  + 8n–1);
6 ⋅ 36n + 1 = 62n+1 + 1 = (6 + 1)(62n –  + ... – 6 + 1).
Òîáòî îáèäâà äîäàíêè ÷èñëà z äіëÿòüñÿ íà 7 і ÷èñëî z äі-

ëèòüñÿ íà 7. 
2) ×èñëà 15n + 1 і 8n + 6 ⋅ 36n – ïàðíі, òîäі ÷èñëî z äі-

ëèòüñÿ íà 2.
3) ×èñëî z äіëèòüñÿ íà 7 і íà 2, òîáòî äіëèòüñÿ íà 14. 
Ù. â. ä.

Приклад 21  Äîâåäіòü, ùî ïðè âñÿêîìó íàòóðàëüíîìó n 
÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 35.

Розв’язання
Ðіçíèöÿ îäíàêîâèõ ïàðíèõ ñòåïåíіâ äіëèòüñÿ íà ñóìó 

îñíîâ. Òîìó  äіëèòüñÿ íà 27 + 8 = 35.
Ù. â. ä.

Приклад 22  Çíàéäіòü óñі íàòóðàëüíі ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ 

äðіá  є íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

Розв’язання

Ìàєìî . Çâіäñè øóêàíі çíà÷åííÿ 

n є äіëüíèêàìè ÷èñëà 6.
Âіäïîâіäü. .

Приклад 23  Ïðè ÿêèõ öіëèõ çíà÷åííÿõ x äðіá  áóäå 

ñêîðîòíèì?

Розв’язання

Ìàєìî . Çíàéäåìî øóêà-
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íі çíà÷åííÿ x ç óìîâè, ùî ÷èñëî  є öіëèì: ; 

. Çâіäñè , .

Âіäïîâіäü. .

Приклад 24  Âèçíà÷òå, ïðè ÿêèõ öіëèõ çíà÷åííÿõ à äðіá 

 áóäå ñêîðîòíèì.

Розв’язання
Íåõàé ÷èñëî m – ñïіëüíèé äіëüíèê ÷èñåë 5à + 2 і 8à + 3. 

Òîäі ÷èñëî m – ñïіëüíèé äіëüíèê ÷èñåë 8(5à + 2) і 5(8à + 3), à 
òàêîæ їõíüîї ðіçíèöі (40a + 16) – (40a + 15) = 1. Òîáòî  
і äàíèé äðіá íåñêîðîòíèé.

Âіäïîâіäü. Äàíèé äðіá íåñêîðîòíèé.

Приклад 25  ×èñëà 7n + 1 і 8n + 3 äіëÿòüñÿ íà äåÿêå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî d ≠ 1. Çíàéäіòü d.

Розв’язання
Îñêіëüêè 7n + 1 і 8n + 3 çà óìîâîþ äіëÿòüñÿ íà d, òî 

і ÷èñëî 7(8n + 3) – 8(7n + 1) = 13 òåæ äіëèòüñÿ íà d. Òîäі 
d = 13 (áî d ≠ 1, à 13 – ïðîñòå ÷èñëî).

Âіäïîâіäü. 13.

Приклад 26*  Äîâåäіòü, ùî ðіçíèöÿ 

1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ ... ⋅ 2011 – 2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ ... ⋅ 2012 
äіëèòüñÿ íà 2013.

Розв’язання
Çàïèøåìî çàäàíó ðіçíèöþ ó âèãëÿäі:

.
Îñòàííіé âèðàç ìàє ëèøå äâà äîäàíêè, ùî íå ìіñòÿòü 

ìíîæíèêîì ÷èñëî 2013, öå

 = 0.

Òîáòî çàäàíà ðіçíèöÿ êðàòíà ÷èñëó 2013.
Ù. â. ä.
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ЗАВДАННЯ 1
Ïîðàäà. Ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷ ïàì’ÿòàéìî: 

• ÿêùî ïèòàþòü: «×è є ïðàâèëüíèì òâåðäæåííÿ?», òî ìà-
єòüñÿ íà óâàçі: «×è âèêîíóєòüñÿ ñôîðìóëüîâàíà óìîâà ó 
âñіõ ìîæëèâèõ âèïàäêàõ?»;

• äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåíü ÷àñòî ïðèõîäèòü íà äîïîìîãó 
ìåòîä âіä ñóïðîòèâíîãî;

• ÿêùî ïîòðіáíî ïîêàçàòè, ùî òâåðäæåííÿ íå âèêîíóєòü-
ñÿ, òî äîñòàòíüî íàâåñòè îäèí ïðèêëàä öüîãî (êàæóòü 
«êîíòðïðèêëàä»);

• ñóìà ïàðíîї êіëüêîñòі íåïàðíèõ ÷èñåë – ïàðíà;
• ïàðíіñòü ñóìè êіëüêîõ ÷èñåë çàëåæèòü ëèøå âіä ïàðíîñòі 

÷èñëà íåïàðíèõ äîäàíêіâ: ÿêùî ÷èñëî íåïàðíèõ äîäàíêіâ 
(íå)ïàðíå, òî і ñóìà їõíÿ – (íå)ïàðíà;

• âіä’єìíі ÷èñëà òàêîæ áóâàþòü ïàðíèìè é íåïàðíèìè;
• íóëü – ÷èñëî ïàðíå. 

1. ×è ìîæå ñóìà ÷îòèðüîõ ïîñëіäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 
áóòè ïðîñòèì ÷èñëîì? 

2. ×è ìîæíà ðîçêëàñòè 30 êàìіíöіâ íà òðè êóïêè òàê, ùîá 
÷èñëî êàìіíöіâ ó êîæíіé êóïöі áóëî íåïàðíèì?

3. ×è ìîæíà ðîçìіíÿòè 25 òóãðèêіâ çà äîïîìîãîþ äåñÿòè 
êóïþð íîìіíàëîì 1, 3 і 5 òóãðèêіâ?

4. Ó ðÿäîê âèïèñàëè ÷èñëà âіä 1 äî 10. ×è ìîæíà ðîçñòàâè-
òè ìіæ íèìè çíàêè «+» òà «–» òàê, ùîá çíà÷åííÿ îòðè-
ìàíîãî âèðàçó äîðіâíþâàëî íóëþ?

5. Óñі ñòîðіíêè çîøèòà ó 96 àðêóøіâ ïðîíóìåðóâàëè ïî-
ñëіäîâíî ÷èñëàìè âіä 1 äî 192. Іç öüîãî çîøèòà âèðâàëè 
25 àðêóøіâ і îá÷èñëèëè ñóìó ÷èñåë, ùî íà íèõ íàïèñàíî. 
×è ìîæå òàêà ñóìà äîðіâíþâàòè 2012?

6. Äàíî p і q – ðіçíі ïðîñ òі ÷èñëà. Ñêіëüêè äіëüíèêіâ ó ÷èñ-
ëà: à) pq; á) p2q; â) p2q2; ã) pnqm?

7. Äàíî  і . Çíàéäіòü: à) êіëüêіñòü 
äіëüíèêіâ äàíèõ ÷èñåë; á) ÍÑÄ (a; b); â) ÍÑÊ (a; b).

8. Äîâåäіòü, ùî ñóìà 108à + 3b äіëèòüñÿ íà 6 ïðè äîâіëüíî-
ìó íàòóðàëüíîìó à і ïàðíîìó b. 

9. Äîâåäіòü:
à) ÿêùî n íåïàðíå ÷èñëî, òî n2 – 1 äіëèòüñÿ íà 4;
á) n2 – 1 äіëèòüñÿ íà 8, ÿêùî n2 – 1 äіëèòüñÿ íà 2;
â)  êðàòíå 3, ÿêùî n – öіëå ÷èñëî;
ã)  äіëèòüñÿ íà 48, ÿêùî  äіëèòüñÿ íà 2.
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10. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî àb äіëèòüñÿ íà ñ і à + b äіëèòüñÿ íà ñ, òî:
à) à2 + b2 äіëèòüñÿ íà ñ;
á) à3 + b3 äіëèòüñÿ íà ñ2.

11*. Äîâåäіòü, ùî à4 + 4b4 äіëèòüñÿ íà à2 + 2àb + 2b2.
12*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî ab + cd äіëèòüñÿ íà a + c, òî і ad +

+ bc äіëèòüñÿ íà a + c.
13. Âèçíà÷òå, ÿêі ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü є ïðàâèëüíèìè 

(âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå):
à) ÿêùî îäèí äîäàíîê äіëèòüñÿ íà 15, à äðóãèé íі, òî 
їõíÿ ñóìà íå äіëèòüñÿ íà 15;

á) ÿêùî êîæíèé ç äâîõ äîäàíêіâ äіëèòüñÿ íà 15, òî їõíÿ 
ñóìà äіëèòüñÿ íà 15;

â) ÿêùî îáèäâà äîäàíêè íå äіëÿòüñÿ íà 15, òî і їõíÿ ñóìà 
íå äіëèòüñÿ íà 15;

ã) ÿêùî ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 15 і íà 21, òî âîíî äіëèòüñÿ і 
íà .

14. ×è äіëèòüñÿ à2 – ñ2 + b(2a + b) íà a + b – c? 
15*. Ïðî òðè ïðîñòèõ ÷èñëà âіäîìî, ùî îäíå ç íèõ äîðіâíþє 

ðіçíèöі êóáіâ äâîõ іíøèõ. Çíàéäіòü öі ÷èñëà. 
16*. Ìàâïè çіáðàëè ïî îäíàêîâіé êіëüêîñòі ãîðіõіâ і ïîíåñëè 

Ìàóãëі. Ïî äîðîçі êîæíà ìàâïà êèíóëà â êîæíó ïî îäíî-
ìó ãîðіõó, òîìó Ìàóãëі îòðèìàâ ëèøå 33 ãîðіõè. Ñêіëüêè 
ãîðіõіâ çіáðàëà îäíà ìàâïà, ÿêùî êîæíà ç íèõ ïðèíåñëà 
Ìàóãëі áіëüøå íіæ îäèí ãîðіõ? 

17. Çíàéäіòü íàéáіëüøå ÷èñëî, íà ÿêå äіëÿòüñÿ ÷èñëà 576, 
180 і 9060.

18. ×è ìîæíà òâåðäèòè, ùî íàéìåíøå ñïіëüíå êðàòíå äâîõ ÷è-
ñåë äіëèòüñÿ íà íàéáіëüøèé ñïіëüíèé äіëüíèê öèõ ÷èñåë? 

19. ×è ìîæå íàéáіëüøèé ñïіëüíèé äіëüíèê äâîõ íåðіâíèõ 
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë áóòè áіëüøèì çà їõíþ ðіçíèöþ? 

20. Ó ñêіëüêè ðàçіâ íàéìåíøå ñïіëüíå êðàòíå äâîõ ÷èñåë 
áіëüøå çà їõ íàéáіëüøèé ñïіëüíèé äіëüíèê, ÿêùî ÷àñòêà 
âіä äіëåííÿ áіëüøîãî іç ÷èñåë íà ìåíøå äîðіâíþє 4? 

21. ×è áóäå öіëèì ÷èñëîì ÷àñòêà âіä äіëåííÿ ÍÑÊ (a; b; c) íà 
ÍÑÄ (a; b; c)?

22. ×è ïðàâèëüíèì є òâåðäæåííÿ: ÿêùî ÍÑÄ (a; b) = ÍÑÄ (b; c) =
= d, òî і ÍÑÄ (a; c) = d?

23. Ðіçíèöÿ äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë äîðіâíþє 8. Çíàéäіòü ÍÑÄ 
öèõ ÷èñåë.

24. Îäíå ÷èñëî â 10 ðàçіâ áіëüøå çà іíøå. Ó ñêіëüêè ðàçіâ 
ÍÑÊ öèõ ÷èñåë ïåðåáіëüøóє їõíіé ÍÑÄ?

25. ×èñëî x â 5 ðàçіâ áіëüøå çà y, à y ìåíøå âіä ÷èñëà z â 
3 ðàçè. Çíàéäіòü ÍÑÊ і ÍÑÄ ÷èñåë x, y, z.

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   18Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   18 12.11.2013   16:16:3812.11.2013   16:16:38



19

26*. Çíàéäіòü ÍÑÄ óñіõ øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî ñêëàäåíі ç 
öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 (áåç ïîâòîðåííÿ).

27. Äîâåäіòü, ùî äîáóòîê ï’ÿòè ïîñëіäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë äіëèòüñÿ íà: à) 30; á) 120.

28. Äîâåäіòü, ùî ñóìà äâîõ ïîñëіäîâíèõ íåïàðíèõ ÷èñåë çàâæäè 
äіëèòüñÿ íà 4.

29. Äîâåäіòü, ÿêùî ñóìà ÷îòèðüîõ ÷èñåë є ÷èñëîì íåïàðíèì, 
òî їõíіé äîáóòîê – ÷èñëî ïàðíå. 

30. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî , äå m і n – öіëі ÷èñëà, є 
÷èñëîì ïàðíèì. 

31*. Äîâіëüíî âçÿòî äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà і ñêëàäåíî їõíþ 
ñóìó, ðіçíèöþ òà äîáóòîê. Äîâåäіòü, ùî ñåðåä öèõ òðüîõ 
÷èñåë ïðèíàéìíі îäíå ÷èñëî êðàòíå òðüîì. 

32. Äîâåäіòü, ùî ñóìà êâàä ðàòіâ äâîõ áóäü-ÿêèõ íåïàðíèõ 
÷èñåë íå äіëèòüñÿ íà 4. 

33*. ×è ìîæå ñóìà ÷îòèðüîõ ïîñëіäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 
áóòè òî÷íèì êâàä ðàòîì? 

34*. ×èñëî p – ïðîñòå. Ñêіëüêè іñíóє íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: 
à) ìåíøèõ âіä p і âçàєìíî ïðîñòèõ ç íèì; 

 á) ìåíøèõ âіä p2 і âçàєìíî ïðîñòèõ ç íèì?
35. Äàíî 56à = 65b. Äîâåäіòü, ùî a + b – ñêëàäåíå ÷èñëî.
36*. Ñêіëüêè âñüîãî äіëüíèêіâ ìàє ÷èñëî ? 
37*. Ïåòðåíêî æèâ ó êâàä ðàòíіé êіìíàòі çі ñòîðîíîþ çà-

âäîâæêè öіëå ÷èñëî ìåòðіâ. Âàñèëåíêî ìàє äâі êіìíàòè, 
çàãàëüíà ïëîùà ÿêèõ òàêà ñàìà, ÿê ó Ïåòðåíêà. Çíàéäіòü 
ïëîùó їõíіõ êâàðòèð, ÿêùî îäíà ç êіìíàò Âàñèëåíêà òà-
êîæ êâàä ðàòíîї ôîðìè çі ñòîðîíîþ çàâäîâæêè ó öіëå ÷èñ-
ëî ìåòðіâ, à ïëîùà äðóãîї êіìíàòè äîðіâíþє 7 ì2. 

38. Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b, ñ ïðà-
âèëüíèì є ñïіââіäíîøåííÿ ÍÑÄ (a; b; ñ) : ÍÑÊ (a; b; ñ) =
= abñ : ÍÑÄ (a; b; ñ).

39. Çíàéäіòü ÍÑÄ ÷èñåë: à) 2n і 2n + 2; á) 2n і 4n + 2; 
                       â) 3n і 6n + 3;   ã) 30n + 25 і 20n + 15.
40. Çíàéäіòü äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà, ðіçíèöÿ ÿêèõ äîðіâíþє 

66, à ÍÑÊ äîðіâíþє 360.
41*. ßêùî äî ÷èñëà 20 äîäàòè 16, òî îòðèìàєìî 36 – ïîâíèé 

êâàä ðàò. ßêùî âіä ÷èñëà 20 âіäíÿòè 16, òî îòðèìàєìî 4 – 
ïîâíèé êâàä ðàò. Çíàéäіòü óñі öіëі ÷èñëà, ÿêі ïåðåòâîðþ-
þòüñÿ íà ïîâíèé êâàä ðàò ÿê ïðè äîäàâàííі äî íèõ 16, 
òàê і ïðè âіäíіìàííі âіä íèõ 16. 

42*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ âñіõ öіëèõ ÷èñåë n I 1 ÷èñëî (9n+1 – 9) 
äіëèòüñÿ íà 8. 
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43. ×èñëà n і m íå äіëÿòüñÿ íà 3. Äîâåäіòü, ùî àáî ñóìà, àáî 
ðіçíèöÿ öèõ ÷èñåë êðàòíà ÷èñëó 3.

44*. Ñóìà äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë äîðіâíþє 16. Äîâåäіòü, ùî öі 
÷èñëà âçàєìíî ïðîñòі. 

45*. Ðіçíèöÿ äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë äîðіâíþє 32. Äîâåäіòü, ùî 
öі ÷èñëà âçàєìíî ïðîñòі. 

46*. Ñóìà äâîõ ÷èñåë äîðіâíþє 27. Êîëè ïåðøèé äîäàíîê 
çáіëüøèëè â 5 ðàçіâ, à äðóãèé – ó 3 ðàçè, òî íîâà ñóìà 
ñòàëà äîðіâíþâàòè 111. Çíàéäіòü öі ÷èñëà. 

47*. ×è ìîæå ðіçíèöÿ êâàä ðàòіâ äâîõ öіëèõ ÷èñåë äîðіâíþâà-
òè 6666? 

48*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë à, b, c âèêîíó-
єòüñÿ ñïіââіäíîøåííÿ a2 + b2 = c2 і ÷èñëî ñ äіëèòüñÿ íà 3, 
òî a e 3 і b e 3. 

49*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë à, b, c âèêî-
íóєòüñÿ ñïіââіäíîøåííÿ a2 + b2 = c2, òî àáî a e 3, àáî b e 3.

50. Âèçíà÷òå, ÷è ìîæå äðіá  áóòè ñêîðîòíèì, ÿêùî õ – 

öіëå ÷èñëî.

51. Çíàéäіòü óñі öіëі çíà÷åííÿ à, ïðè ÿêèõ äðіá  äîðіâ-

íþâàòèìå öіëîìó ÷èñëó.

52. Ïðè ÿêèõ öіëèõ çíà÷åííÿõ à äðіá  áóäå íàòóðàëü-

íèì ÷èñëîì?
53. Ïðè ÿêèõ öіëèõ çíà÷åííÿõ n áóäå öіëèì çíà÷åííÿ äðîáó: 

à) ; á) ?

54*. Ïëîùі é ïåðèìåòðè äâîõ êіìíàò çàïèñàëè â êâàä ðàòíèõ 
ìåò ðàõ і ìåòðàõ âіäïîâіäíî. ×èñëî, ùî є çàïèñîì ïëîùі îä-
íієї ç êіìíàò, íà îäèíèöþ áіëüøå çà ÷èñëî, ùî âèðàæàє ïå-
ðèìåòð öієї êіìíàòè. Äëÿ іíøîї êіìíàòè – ïåðøå ÷èñëî íà 
îäèíèöþ ìåíøå âіä äðóãîãî. Çíàéäіòü ðîçìіðè êіìíàò, ÿêùî 
їõíі äîâæèíà òà øèðèíà – öіëі ÷èñëà (ïðè çàïèñó â ìåòðàõ). 

55*. Ïðè ÿêîìó íàéìåíøîìó íàòóðàëüíîìó k áóäóòü öіëèìè 

÷èñëàìè äðîáè: à) ; á) ; â) ?

56*. Äðіá  – íåñêîðîòíèé. Äîâåäіòü, ùî і äðіá  òåæ є 

íåñêîðîòíèì.
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57*. Äîâåäіòü, ùî ïðè äîâіëüíîìó íàòóðàëüíîìó çíà÷åííі n: 
à)  êðàòíå ÷èñëó 6;  á)  êðàòíå ÷èñëó 7; 

 â)  êðàòíå ÷èñëó 13;  ã)  êðàòíå ÷èñëó 15. 
58. Äîâåäіòü, ùî ïðè ïàðíîìó çíà÷åííі íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n: 

à)  äіëèòüñÿ íà 24; á)  äіëèòüñÿ íà 16.
59*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 11. 

60. ×èñëî  – öіëå. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî: 

à)  – öіëå;   á*)  – öіëå.

61*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  є êâàä-
ðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 

62*. Ïåòðèê íàïèñàâ íà äîøöі 12 öіëèõ ÷èñåë. Ç’ÿñóâàëîñÿ, 
ùî øіñòü ç íèõ ïàðíі, à ñіì äіëÿòüñÿ íà 3. Ñêіëüêè ÷èñåë 
Ïåòðèêà êðàòíі ÷èñëó 6?

63*. Âіñіì êóùіâ ìàëèíè ðîçìіùåíî ðÿäêîì. Êіëüêіñòü ÿãіä 
íà äîâіëüíèõ äâîõ ñóñіäíіõ êóùàõ âіäðіçíÿєòüñÿ íà 1. ×è 
ìîæå çàãàëüíà êіëüêіñòü ÿãіä äîðіâíþâàòè 2011?

64*. Öіëі ÷èñëà a, b, c çàäîâîëüíÿþòü ñïіââіäíîøåííÿ àb +
+ bc + ca = 0. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî abc ìîæíà ïðåäñòàâèòè 
ÿê äîáóòîê êâàä ðàòà öіëîãî ÷èñëà íà êóá öіëîãî ÷èñëà.

65*. Íà øàõîâó äîøêó ðîçëèëè ôàðáó. ×è ìîæå êіëüêіñòü çà-
ôàðáîâàíèõ êëіòèíîê áóòè íà 17 ìåíøå âіä êіëüêîñòі êëі-
òèíîê, ùî çàëèøèëèñÿ ÷èñòèìè? 

66*. Äâîє ïî ÷åðçі ëàìàþòü øîêîëàäêó, ùî ñêëàäàєòüñÿ ç 
 ÷àñòèíîê. Çà îäèí õіä ìîæíà çðîáèòè ëèøå 

îäèí ðîçëîì ïî ïðÿìіé âçäîâæ çàãëèáëåííÿ íà øîêîëàäі. 
Ïðîãðàє òîé, õòî íå ìàòèìå õîäó. Õòî âèãðàє і ÿê?

67*. Ìàëåíüêà Êñþøà ïîðâàëà ìàëþíîê ñòàðøîї ñåñòðè÷êè. 
Êîæåí øìàòîê âîíà ðâàëà íà äâі ÷àñòèíè. Êîëè ñïðî-
áóâàëè çіáðàòè ìàëþíîê, çíàéøëè 120 øìàòêіâ. ×è âñі 
øìàòêè áóëî çíàéäåíî?

68*. ×è ìîæíà ñêëàñòè ìàãі÷íèé êâàä ðàò іç 36 ïåðøèõ ïðî-
ñòèõ ÷èñåë? (Ìàãі÷íèé êâàä ðàò – öå êâàä ðàòíà òàáëèöÿ, 
ó êîæíіé êëіòèíöі ÿêîї çàïèñàíî ÷èñëà òàê, ùî їõíі ñóìè 
â êîæíîìó ðÿäêó òà â êîæíîìó ñòîâï÷èêó îäíàêîâі.) 

69*. Äàíî øіñòü ÷èñåë: 1, 112, 33, 2009, 2010, 24444. Äîçâî-
ëåíî çà îäèí õіä äî äîâіëüíèõ òðüîõ ç íèõ äîäàòè ïî 1, 2 
і 3. ×è ìîæíà çðîáèòè âñі ÷èñëà ðіâíèìè?

70*. Íà ÷óäî-äåðåâі ðîñòóòü 2011 öóêåðîê і 2010 øîêîëàäîê. 
Ìîæíà çðèâàòè ç íüîãî òіëüêè ïî äâà «ôðóêòè». ßêùî 
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çіðâàòè äâà îäíàêîâèõ «ôðóêòè», íà äåðåâі ç’ÿâëÿєòüñÿ 
öóêåðêà, ÿêùî äâà ðіçíèõ – øîêîëàäêà. Ïіñëÿ ïðîãóëÿí-
êè ó÷íіâ íàâêîëî ÷óäî-äåðåâà íà íüîìó çàëèøèâñÿ ëèøå 
îäèí «ôðóêò». Öå áóëà öóêåðêà ÷è øîêîëàäêà? 

71*. Íà ñòîëі 12 êåëèõіâ: 11 ñòîÿòü ïðàâèëüíî, à îäèí – äîãî-
ðè äíîì. Äîçâîëåíî ïåðåâåðíóòè äâà äîâіëüíèõ êåëèõè. ×è 
ìîæíà òàêèì ñïîñîáîì ïîñòàâèòè âñі êåëèõè ïðàâèëüíî? 

72*. Äâîє ãðàþòü ó ãðó. Ïåðøèé íàçèâàє äîâіëüíå ÷èñëî âіä 
1 äî 5. Ïîòіì äðóãèé äîäàє äî öüîãî ÷èñëà äîâіëüíå öіëå 
÷èñëî âіä 1 äî 5. Ïіñëÿ òîãî ïåðøèé äî îòðèìàíîї ñóìè 
çíîâó äîäàє äîâіëüíå ÷èñëî âіä 1 äî 5 і ò. ä. Âèãðàє òîé, 
õòî ïåðøèì îòðèìàє ÷èñëî 60. Õòî âèãðàє çà ïðàâèëü-
íîї ñòðàòåãії ãðè: òîé, õòî ïî÷èíàє, ÷è éîãî ñóïðîòèâíèê? 
ßêîþ ïîâèííà áóòè ïðàâèëüíà ñòðàòåãіÿ?

§ 2. Запис числа. Ознаки подільності 
ßê âіäîìî, ó äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ (êàæóòü ó ñè-

ñòåìі ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 10) äîâіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî 
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі

 = . (2.1)

Ñàìå öÿ ñè ñòåìà є çàãàëüíîïðèéíÿòîþ, îñêіëüêè äåñÿòü 
ïàëüöіâ ðóê – íàéïðîñòіøèé àïàðàò äëÿ îá÷èñëåíü, ÿêèé 
ëþäè âèêîðèñòîâóâàëè, ïî÷èíàþ÷è іç ñèâîї äàâíèíè. 

ПОЗИЦІЙНІ І НЕПОЗИЦІЙНІ СИСТЕМИ ЧИСЛЕННЯ
Ïðîòå, îêðіì äåñÿòêîâîї, іñíóâàëè é іíøі ñè ñòåìè ÷èñëåí-

íÿ, ó ÿêèõ îñíîâà âіäðіçíÿëàñÿ âіä 10. Òàê, äîñòàòíüî øèðî-
êî çàñòîñîâóâàëàñÿ äâàíàäöÿòêîâà 
ñè ñòåìà. Її çàëèøêè é äîñі âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ â óñíîìó ìîâëåííі. 
Çàìіñòü òîãî ùîá ñêàçàòè «äâàíàä-
öÿòü», іíîäі ìîæíà ïî÷óòè «äþæè-
íà». Ïåâíі ïðåäìåòè (âèäåëêè, ëîæ-
êè, íîæі, òàðіëêè, íîñîâі õóñòèíêè 
òîùî) ÷àñòî ðàõóþòü ñàìå äþæèíà-
ìè, à íå äåñÿòêàìè. 

Ïîõîäæåííÿ äâàíàäöÿòêîâîї ñè-
ñòåìè òàêîæ ïîâ’ÿçàíå ç ðàõóíêîì 
íà ïàëüöÿõ, à ñàìå – íà ôàëàíãàõ 
(ìàë. 1). ×îòèðè ïàëüöі ðóêè (áåç Ìàë. 1
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âåëèêîãî) ìàþòü çàãàëîì 12 ôàëàíã. Âîäÿ÷è âåëèêèì ïàëü-
öåì ïî öèõ ôàëàíãàõ, çäіéñíþâàëè ðàõóíîê âіä 1 äî 12. Ïî-
òіì ïðèéìàëè 12 çà îäèíèöþ íàñòóïíîãî ðîçðÿäó (äþæèíó) 
é ðàõóâàëè äàëі. Çàóâàæèìî, ùî îäèíèöþ òðåòüîãî ðîçðÿäó 
(äþæèíó äþæèí) íàçèâàëè ãðîññ, à äþæèíó ãðîññіâ – ìàñà. 
Ìîæëèâå îñòàííє ïîíÿòòÿ є êîðåíåì ïîõîäæåííÿ òàêèõ âè-
ðàçіâ ÿê «ìàñà ñïðàâ», «ìàñà ëþäåé» òîùî. 
Іñíóâàëè é іíøі ñè ñòåìè ÷èñëåííÿ (ç îñíîâàìè 2, 6, 60). 

Ó ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m ñêîðî÷åíèé çàïèñ ÷èñëà 
 îçíà÷àє 

  =  . (2.2)

Öèôðàìè â òàêіé ñè ñòåìі є ÷èñëà 0, 1, 2, ..., m – 2, m – 1. 
Òàêі ñè ñòåìè ÷èñëåííÿ íàçèâàþòü ïîçèöіéíèìè. 

Íåïîçèöіéíі ñè ñòåìè áóäóþòüñÿ çà іíøèì ïðèíöèïîì. 
Çàãàëüíî âіäîìèé ïðèêëàä òàêîї ñè ñòåìè – ðèìñüêі öèôðè. 
Ó öіé ñè ñòåìі є íàáіð ïåâíèõ ñèìâîëіâ, à ñàìå: І – îäèíèöÿ, 
V – ï’ÿòü, X – äåñÿòü, L – ï’ÿòäåñÿò, C – ñòî і ò. ä. Êîæíå іç 
÷èñåë ïðåäñòàâëÿєòüñÿ ÿê êîìáіíàöіÿ öèõ ñèìâîëіâ. Íàïðè-
êëàä, ÷èñëî 88 ó ðèìñüêіé ñè ñòåìі ìàє âèãëÿä LXXXVIII. 

Ùîá ïðåäñòàâèòè ÷èñëî, çàïèñàíå â îäíіé ïîçèöіéíіé ñè-
ñòåìі ÷èñëåííÿ, íàïðèêëàä ó äåñÿòêîâіé, â іíøіé ïîçèöіéíіé 
ñè ñòåìі, òðåáà çíàéòè êîåôіöієíòè à0, à1, ..., àn ó âіäïîâіäíî-
ìó ðîçêëàäі (2.2). 

Приклад 1  Ïðåäñòàâòå ÷èñëî (3287)10 ó ñіìêîâіé ñè ñòåìі 
÷èñëåííÿ. 

Розв’язання
1) Ïîäіëèìî äàíå ÷èñëî íà 7 (ó öіëèõ ÷èñëàõ). Ìàєìî 
3287 : 7 = 469 (îñò. 4).
Îòæå, ó ñіìêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ à0 = 4. 
2) Ùîá âèçíà÷èòè à1, ïîäіëèìî 469 íà 7:
469 : 7 = 67 (îñò. 0), à1 = 0.
3) 67 : 7 = 9 (îñò. 4), à2 = 4.
4) 9 : 7 = 1 (îñò. 2), à3 = 2, à4 = 1.

5) (3287)10 =  = (12404)7.
Âіäïîâіäü. (12404)7.

Приклад 2  Ó ÿêіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ òâåðäæåííÿ  
áóäå ïðàâèëüíèì? 
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Розв’язання
Çðîçóìіëî, ùî òðè ðàçè ïîâòîðåíå ÷èñëî áóäå 9 ó áóäü-

ÿêіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ. Àëå â ïðîïîíîâàíіé óìîâі ÷èñëî 9 
є îäèíèöåþ íàñòóïíîãî ðîçðÿäó. Öå áóäå ïðàâèëüíèì ëèøå 
äëÿ ñè ñòåìè ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 9.

Âіäïîâіäü. Ç îñíîâîþ 9.

Приклад 3  ßêîìó ÷èñëó â äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ 
âіäïîâіäàє ÷èñëî 210 ó ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 3?

Розв’язання
Ó ñè ñòåìі ç îñíîâîþ 3 ìàєìî: 210 = 32 ⋅ 2 + 3 ⋅ 1 + 0.
Îòæå, ó äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ öå ÷èñëî äîðіâíþє 21.
Âіäïîâіäü. 21.

Приклад 4*  ×è ìîæíà çà äîïîìîãîþ øàëüêîâèõ òåðåçіâ і 
âàæêіâ ó 1 ãðàì, 3 ãðàìè, 9 ãðàìіâ, 27 ãðàìіâ ... (ïî îäíîìó êîæ-
íîї ìàñè) çâàæèòè äîâіëüíèé âàíòàæ ç òî÷íіñòþ äî îäíîãî ãðàìà?

Розв’язання
Íåõàé ïðåäìåò, ìàñó ÿêîãî òðåáà âèçíà÷èòè, ìàє A ãðàìіâ. 

Çàïèøåìî A ó òðіéêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ:
A =  =  ,

äå êîåôіöієíòè ,  ìîæóòü íàáóâàòè çíà÷åíü 0, 
1 àáî 2.

Ïåðåïèøåìî îñòàííє ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà A òàê, ùîá 
êîåôіöієíòè  ó öüîìó çàïèñó ìàëè âèãëÿä 0, 1 і –1. Çäіéñíþ-
âàòè öå áóäåìî òàê. Ïðåäñòàâèìî ÷èñëî A äåñÿòêîâîї ñè ñòåìè 
ó òðіéêîâіé, àëå, íà âіäìіíó âіä çâè÷àéíîãî ïåðåõîäó (äèâ. 
ïðèêëàä 1), êîæíîãî ðàçó, êîëè îòðèìóâàòèìåìî â îñòà÷і 2, 
÷àñòêó çáіëüøèìî íà 1, à â îñòà÷і ïèñàòèìåìî (–1). Òîäі 

A =  .

Òåïåð âàíòàæ A ãðàìіâ ïîêëàäåìî íà ëіâó øàëüêó òåðåçіâ, 
à âàæêè áóäåìî ðîçìіùóâàòè òàê:

• 3і ãðàìè ñòàâèìî íà ïðàâó øàëüêó, ÿêùî  1;
• 3і ãðàìè ñòàâèìî íà ëіâó øàëüêó, ÿêùî  –1. 
Íàïðèêëàä, ÿêùî , òî âàãà 30 ã = 1 ã ðîçìіùóєòüñÿ 

ïðàâîðó÷, à ÿêùî  – ëіâîðó÷ (òàì, äå і âàíòàæ). Àíàëî-
ãі÷íî ðîçìіùóþòüñÿ âàãè 31 ã = 3 ã, 32 ã = 9 ã, ...

Ëåãêî çðîçóìіòè, ùî òàêèì ÷èíîì ìè çðіâíîâàæèìî âàãè і 
âèçíà÷èìî âàãó äàíîãî ïðåäìåòà. 

Âіäïîâіäü. Ìîæíà.
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ДВІЙКОВА СИСТЕМА ЧИСЛЕННЯ
Îêðåìî çóïèíèìîñÿ íà äâіéêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ. Íà 

íàäçâè÷àéíó ïðîñòîòó é ñâîєðіäíіñòü öієї ñè ñòåìè ïåðøèì 
(ñåðåä єâðîïåéöіâ) çâåðíóâ óâàãó âіäîìèé ôіëîñîô і ìàòåìà-
òèê Ã.Â. Ëåéáíіö (1646–1716). Ïðîòå ó Êèòàї öÿ ñè ñòåìà ñêî-
ðіø çà âñå áóëà âіäîìà çíà÷íî ðàíіøå. 

Äâіéêîâà ñè ñòåìà ÷èñëåííÿ çàñòîñîâóєòüñÿ â ðіçíèõ ãàëó-
çÿõ ìàòåìàòèêè. Îäíèì іç ïðèêëàäіâ ñòàðîâèííèõ òåõíі÷íèõ 
çàñòîñóâàíü öієї ñè ñòåìè є òåëåãðàô àáî ðàäіîòåëåãðàô, à ñó-
÷àñíèõ – îá÷èñëþâàëüíà òåõíіêà. 

Ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі ìàєìî äâі öèôðè 0 òà 1. ×èñëî 2 ÿê 
îñíîâà ñòàє îäèíèöåþ äðóãîãî ðîçðÿäó, їé âіäïîâіäàє çàïèñ 
«10». ×èñëî 3 = 2 + 1, ìіñòèòü îäèíèöþ äðóãîãî ðîçðÿäó é 
îäèíèöþ ïåðøîãî ðîçðÿäó é çàïèñóєòüñÿ ÿê «11». ×èñëî 4 =
= 22, òîáòî є îäèíèöåþ òðåòüîãî ðîçðÿäó, òîìó çàïèñóєòüñÿ ÿê 
«100» і ò. ä.

Çàïèñ ÷èñëà ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі áіëüø ãðîìіçäêèé, íіæ ó äå-
ñÿòêîâіé, ïðîòå äії іç ÷èñëàìè â öіé ñè ñòåìі íàäçâè÷àéíî ïðîñòі.

Ðîçãëÿíåìî äîäàâàííÿ ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі. Íàïðèêëàä, 
äîäàìî äâà ÷èñëà 10 110 і 1101 (òîáòî 22 і 13). Çàïèøåìî öі 
÷èñëà îäíå ïіä îäíèì òàê, ùîá âіäïîâіäíі ðîçðÿäè öèõ ÷èñåë 
ðîçìіùóâàëèñÿ îäèí ïіä îäíèì (àíàëîãі÷íî äî äå-
ñÿòêîâîї ñè ñòåìè). ßêùî ó ñòîâï÷èêó ìàєìî îäíó 
îäèíèöþ (òîáòî äðóãà öèôðà íóëü) – ó ðåçóëüòàòі 
ïèøåìî 1 (äèâ. ìàë. 2), ÿêùî äâі îäèíèöі – ïèøå-
ìî 0 і â íàñòóïíèé ðîçðÿä ïåðåíîñèìî 1. Òîáòî ñó-
ìîþ çàäàíèõ ÷èñåë áóäå ÷èñëî 100 011.

Çíàõîäèòè äîïîâíåííÿ ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі òåæ çíà÷íî 
ïðîñòіøå, íіæ ó äåñÿòêîâіé. Íàãàäàєìî, ùî â äåñÿòêîâіé ñè-
ñòåìі äîïîâíåííÿì äàíîãî ÷èñëà є ðіçíèöÿ ìіæ íàéáëèæ÷èì 
ñòåïåíåì äåñÿòè і äàíèì ÷èñëîì. Òàê, äîïîâíåííÿì 7 áóäå 3, 
à äîïîâ íåííÿ ÷èñëà 89 äîðіâíþє 11.

Àíàëîãі÷íî äâіéêîâèì äîïîâíåííÿì є ðіçíèöÿ ìіæ íàé-
áëèæ÷èì ñòåïåíåì äâіéêè і äàíèì ÷èñëîì. 

Приклад 5  Çíàéäіòü äâіéêîâå äîïîâíåííÿ ÷èñëà 11 010 111 000.

Розв’язання
Äëÿ òîãî ùîá çàïèñàòè øóêàíå äîïîâíåííÿ, çàëèøàє-

ìî áåç çìіí îñòàííþ ïðàâó îäèíèöþ òà âñі íóëі, ùî éäóòü 
çà íåþ; ó âñіõ іíøèõ ðîçðÿäàõ îäèíèöþ çàìіíþєìî íóëåì, à 
íóëü – îäèíèöåþ. 

Ìàë. 2
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Òîäі ìàєìî 00 101 001 000.
Çðîçóìіëî, ùî ïåðøі íóëі ëіâîðó÷ ìîæíà îïóñòèòè. Øóêà-

íèì äîïîâíåííÿì ÷èñëà 11 010 111 000 áóäå ÷èñëî 101 001 000.
Âіäïîâіäü. 101 001 000.

ßêùî ìè âìієìî çíàõîäèòè äîïîâíåííÿ, òî ëåãêî ìîæåìî 
âèêîíàòè é âіäíіìàííÿ ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі. 

Приклад 6  Çíàéäіòü ðіçíèöþ 1 110 001 – 11 011.

Розв’язання
1) Çíàéäåìî äâіéêîâå äîïîâíåííÿ âіä’єìíèêà. Ìàєìî 

00 101 = 101.

2) Òåïåð çàìіíþєìî âіäíіìàííÿ äîäàâàííÿì:
1 110 001

+        101
1 110 110 – 100 000 = 1 010 110.

Âіäïîâіäü. 1 010 110.
Çàóâàæèìî, ùî îñòàííіé ïðèêëàä ó äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі 

ìàє âèãëÿä 113 – 27 = 86, ùî çíà÷íî êîðîòøå. 

Ðîçãëÿíåìî ìíîæåííÿ ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі. Òàáëèöÿ ìíî-
æåííÿ ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі ìàє âèãëÿä: 

      .

Çàïèñ äії ìíîæåííÿ àíàëîãі÷íèé âіäïîâіäíîìó çàïèñó â äå-
ñÿòêîâіé ñè ñòåìі. Òîáòî çàïèñóєìî îäíå ÷èñëî ïіä îäíèì òàê, 
ùîá âіäïîâіäíі ðîçðÿäè öèõ ìíîæíèêіâ ðîçìіùóâàëèñü îäèí 
íàä îäíèì, і âèêîíóєìî ïîðîçðÿäíå ìíîæåííÿ íèæíüîãî ÷èñ-
ëà íà âåðõíє (ïðè ìíîæåííі íà 1 ÷èñëî íå çìіíþєòüñÿ, à ïðè 
ìíîæåííі íà 0 ìàєìî 0). Ïîòіì âèêîíóєìî äîäàâàííÿ ÷èñåë ó 
ðîçðÿäíèõ ñòîâï÷èêàõ.

Приклад 7  Çíàéäіòü äîáóòîê ÷èñåë 
111 001 101 і 1 101 101.

Розв’язання

Âіäïîâіäü. 1 100 010 001 001 001.
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Çàóâàæèìî, ùî îñòàííіé ïðèêëàä ó äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі 
ìàє âèãëÿä 

Äіÿ ìíîæåííÿ, ÿê і äîäàâàííÿ òà âіäíіìàííÿ, ó äåñÿòêîâіé 
ñè ñòåìі âèêîíóєòüñÿ çíà÷íî êîðîòøå, õî÷à é âèìàãàє ïåâíîї 
êâàëіôіêàöії. Ó øêîëі ïîòðіáíî äèòèíó íàâ÷àòè íå îäèí ðіê, 
ùîá îñÿãíóòè âèêîíàííÿ òàêèõ äіé. Ïðîòå â äâіéêîâіé ñè-
ñòåìі ÷èñëåííÿ âіäïîâіäíі äії âèêîíóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî. 

Ñòîñîâíî äіëåííÿ, òî öÿ àðèôìåòè÷íà äіÿ є íàéñêëàäíі-
øîþ ç óñіõ àðèôìåòè÷íèõ äіé (ïðèãàäàéòå ñåáå â ïî÷àòêîâіé 
øêîëі). Ó ñåðåäíі âіêè äіëåííÿ ââàæàëîñÿ íàñòіëüêè ñêëàä-
íîþ ìàòåìàòè÷íîþ îïåðàöієþ, ùî ëþäèíà, ÿêà âìіëà öå ðî-
áèòè, îòðèìóâàëà â÷åíèé ñòóïіíü. 

À îò äіëåííÿ â äâіéêîâіé ñè ñòåìі âèêîíóєòüñÿ àâòîìà-
òè÷íî! Ïðè äіëåííі çàïèñ çäіéñíþєìî àíàëîãі÷íî äî òîãî, ÿê 
ìè çâèêëè ðîáèòè â äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі. Ïðîòå íà êîæíîìó 
êðîöі ïіä äіëåíèì ïèøåìî íå äîáóòîê äіëüíèêà íà âіäïîâіä-
íó öèôðó, à äâіéêîâå äîïîâíåííÿ öüîãî äîáóòêó (íóëі ëіâîðó÷ 
ìîæíà íå çàêðåñëþâàòè). Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä.

Приклад 8  Ïîäіëіòü 11 011 101 íà 10 111.

Розв’язання

Âіäïîâіäü. Ó ÷àñòöі 1001 і â îñòà÷і 1110.
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Çàóâàæèìî, ùî îñòàííіé ïðèêëàä ó äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі 
ìàє âèãëÿä 

Íåçâàæàþ÷è íà ãðîìіçäêèé çàïèñ àðèôìåòè÷íèõ äіé ó 
äâіéêîâіé ñè ñòåìі, ñòàє çðîçóìіëèì, ÷îìó ñàìå íà äâіéêîâіé 
ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ áàçóєòüñÿ ðîáîòà îá÷èñëþâàëüíîї òåõíіêè.

*ГРА В ТРИ КУПКИ КАМІНЦІВ

Ùå â ñòàðîäàâíüîìó Êèòàї áóëà âіäîìà ãðà ïіä íàçâîþ 
«Íіì», àáî «Ãðà ó òðè êóïêè êàìіíöіâ». Ó ñó÷àñíèõ óìîâàõ 
òàêó çàäà÷ó ôîðìóëþþòü, ñêîðèñòàâøèñÿ ñіðíèêàìè, öóêåð-
êàìè àáî іíøèìè ïðåäìåòàìè. Çàäà÷à ïîëÿãàє â òîìó, ùîá 
ç’ÿñóâàòè ðåçóëüòàò ãðè ïðè îïòèìàëüíіé òàêòèöі ãðàâöіâ і 
âêàçàòè, ÿêîþ ñàìå ïîâèííà áóòè òàêà òàêòèêà. 

Приклад 9  Є òðè êóïêè êàìіíöіâ. Äâîє ãðàâöіâ ïî ÷åðçі áå-
ðóòü êàìіíöі іç öèõ êóïîê. Ïðè÷îìó çà îäèí õіä ìîæíà âçÿòè 
äîâіëüíó (íå íóëüîâó) êіëüêіñòü êàìіíöіâ ç áóäü-ÿêîї êóïêè (òіëü-
êè ç îäíієї). Âèãðàє òîé ãðàâåöü, õòî âіçüìå îñòàííіé êàìіíåöü.
Розв’язання

Íåõàé çàäàíі êóïêè ìіñòÿòü âіäïîâіäíî à, b і ñ êàìіíöіâ. 
Çàïèøåìî ÷èñëà à, b і ñ ó äâіéêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ:

  ,
  ,
  .
Ââàæàòèìåìî, ùî â êîæíîìó іç öèõ çàïèñіâ îäíàêî-

âà êіëüêіñòü ðîçðÿäіâ. Òîáòî äîïèøåìî ïîïåðåäó âіäïîâіä-
íó êіëüêіñòü íóëіâ ó òèõ ÷èñëàõ, ùî ìàþòü ìåíøó êіëüêіñòü 
çíàêіâ, íіæ іíøå ÷èñëî. 

Îòæå, êîæíà іç öèôð àn, àn–1, ..., à1, à0, bn, bn–1, ..., b1, b0, 
cn, cn–1, ..., c1, c0 ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ 0 àáî 1. Äî òîãî 
õî÷à á îäíà іç òðüîõ öèôð àn, bn, cn âіäìіííà âіä íóëÿ. 

Ãðàâåöü çà îäèí õіä ìîæå çàìіíèòè îäíå іç ÷èñåë à, b, ñ íà 
ìåíøå. Öå îçíà÷àє, ùî â îäíîìó ç íàâåäåíèõ ðàíіøå ðîçêëà-
äіâ ÷èñåë à, b, ñ çìіíþþòüñÿ êîåôіöієíòè (õî÷à á îäèí ç íèõ). 

Ðîçãëÿíåìî ñóìè:
àn + bn + cn, àn–1 + bn–1 + cn–1, ..., à0 + b0 + c0.    (*)
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Êîæíà іç öèõ ñóì ìîæå äîðіâíþâàòè 0, 1, 2 àáî 3. ßêùî 
õî÷à á îäíà ç òàêèõ ñóì íåïàðíà (òîáòî äîðіâíþє 1 àáî 3), òî 
ïåðøèé ãðàâåöü ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîáі âèãðàø. 

Ñïðàâäі, íåõàé àk + bk + ck ïåðøà іç öèõ ñóì (ÿêùî ðîç-
ãëÿäàòè їõ çëіâà íàïðàâî), ÿêà є íåïàðíîþ, òîáòî õî÷à á îäèí 
ç êîåôіöієíòіâ àk, bk, ck äîðіâíþє 1. Äëÿ âèçíà÷åíîñòі ââàæà-
òèìåìî, ùî àk = 1, òîäі ãðàâåöü ìîæå âçÿòè ç ïåðøîї êóïêè 
òàêó êіëüêіñòü êàìіíöіâ, ùîá êîåôіöієíòè àn, àn–1, ..., àk+1 
íå çìіíèëèñÿ, àk ñòàëî íóëåì, à êîåôіöієíòè àk–1, ..., à1, à0 
çìіíèëè àáî íå çìіíèëè ñâîє çíà÷åííÿ âіäïîâіäíî äî áàæàííÿ 
ãðàâöÿ. Òîäі ãðàâåöü ìîæå âçÿòè ç ïåðøîї êóïêè òàêó êіëü-
êіñòü êàìіíöіâ, ùîá âñі ñóìè àk–1 + bk–1 + ck–1, ..., à0 + b0 +
+ c0 ñòàëè ïàðíèìè. 

Îòæå, ãðàâåöü, ùî ðîçïî÷èíàє ãðó, ìîæå çðîáèòè òàê, ùîá 
ïіñëÿ éîãî õîäó âñі ñóìè (*) ñòàëè ïàðíèìè. 

Äðóãèé ãðàâåöü íåìèíó÷å çìіíèòü ïàðíіñòü õî÷à á îäíієї 
іç öèõ ñóì. Òîáòî ïіñëÿ éîãî õîäó ìàòèìåìî ïîçèöіþ, ç ÿêîї 
ïî÷èíàëàñÿ ãðà, êîëè õî÷à á îäíà іç ñóì (*) áóäå íåïàðíîþ. 

Ïåðøèé ãðàâåöü çíîâó ïåðåòâîðþє âñі ñóìè (*) íà ïàðíі і 
ò. ä. 

Ïіñëÿ êîæíîãî êðîêó êіëüêіñòü êàìіíöіâ çìåíøóєòüñÿ, і íà-
ñòàíå ìîìåíò, êîëè âñі ñóìè (*) ïåðåòâîðÿòüñÿ íà íóëі. Öå âіä-
áóäåòüñÿ ïіñëÿ õîäó ïåðøîãî ãðàâöÿ (áî íóëü – ÷èñëî ïàðíå).

ßêùî ÷èñëà à, b, ñ òàêі, ùî âñі ñóìè (*) ïàðíі, òî òîäі 
äðóãèé ãðàâåöü ìîæå çàñòîñóâàòè âêàçàíó ðàíіøå òàêòèêó é 
âèãðàòè.

ДЕСЯТКОВА СИСТЕМА ЧИСЛЕННЯ 
ТА ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàäà÷, ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêèõ ґðóíòó-
єòüñÿ íà äåñÿòêîâіé ôîðìі çàïèñó ÷èñëà. 

Приклад 10  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  êðàòíå ÷èñëó 9.

Розв’язання
Äàíå ÷èñëî äîðіâíþє , òîáòî äі-

ëèòüñÿ íà 9.
Ù. â. ä.

Приклад 11  Äîâåäіòü, ùî òðèöèôðîâå ÷èñëî, çàïèñàíå îä-
íàêîâèìè öèôðàìè, äіëèòüñÿ íà 37.
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Розв’язання
Çàïèøåìî çàäàíå ÷èñëî ó âèãëÿäі  = 100a + 10a + a =

= 111a = 37 ⋅ 3a e 37.
Ù. â. ä.

Приклад 12  Ñóìà öèôð òðèöèôðîâîãî ÷èñëà äîðіâíþє 12. 
Ñóìà öèôð éîãî ñîòåíü і äåñÿòêіâ êðàòíà 9. ßêùî âіä øóêà-
íîãî ÷èñëà âіäíÿòè 99, òî îòðèìàєìî ÷èñëî, çàïèñàíå òèìè ñà-
ìèìè öèôðàìè, àëå ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Çíàéäіòü öå ÷èñëî.

Розв’язання
Çàïèøåìî øóêàíå ÷èñëî  ó âèãëÿäі 100à + 10b + ñ.
Çà óìîâîþ:
1) à + b + ñ = 12; 
2) (à + b) e 9; 
3) 100à + 10b + ñ – 99 = 100c + 10b + a.
Ç (1) і (2) ìàєìî: à + b = 12 – ñ = 9n, äå ; ñ = 12 –

– 9n = 3 (îñêіëüêè ñ – öèôðà).
Ç (3) ìàєìî: 99à – 99ñ = 99, à = 1 + ñ = 4.
Òîäі b = 12 – ñ – à = 5.
Âіäïîâіäü. 453.

Приклад 13  Äîâåäіòü, ùî ðіçíèöÿ  äіëèòüñÿ íà 3.

Розв’язання
Çàïèøåìî äàíó ðіçíèöþ ó âèãëÿäі 

 .

І ïåðøå, і äðóãå ÷èñëî îñòàííüîãî âèðàçó äіëÿòüñÿ íà 3, 
îòæå, і їõíÿ ðіçíèöÿ òåæ êðàòíà ÷èñëó 3.

Ù. â. ä.

Приклад 14  Çíàéäіòü îñòàííþ öèôðó êâàä ðàòà ÷èñëà, 
ÿêùî ïåðåäîñòàííÿ öèôðà öüîãî êâàä ðàòà – íåïàðíå ÷èñëî, 
àëå íå îäèíèöÿ. 

Розв’язання
Çàïèøåìî øóêàíå ÷èñëî ñ ó âèãëÿäі ñ = 10à + b. Çà óìîâîþ 

ñ2 = (10à + b)2 = 100a2 + 20ab + b2. 

Ïåðåäîñòàííÿ öèôðà ÷èñëà ñ2 ìîæå áóòè íåïàðíîþ ëèøå 
òîäі, êîëè êіëüêіñòü äåñÿòêіâ ó ÷èñëі b2 íåïàðíà. Ìîæëèâі 
ëèøå äâà âàðіàíòè: b2 = 16 àáî b2 = 36. Ïåðøèé âàðіàíò íå 
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çàäîâîëüíÿє óìîâó çàäà÷і (ïåðåäîñòàííÿ öèôðà êâàä ðàòà – íå 
îäèíèöÿ). 

Âіäïîâіäü. 6.

Приклад 15*  Çíàéäіòü óñі äâîöèôðîâі ÷èñëà à, êâàä ðàò 
ñóìè öèôð ÿêèõ äîðіâíþє ñóìі öèôð ÷èñëà à2. 

Розв’язання
Íåõàé øóêàíå ÷èñëî . 
1) Çàçíà÷èìî, ùî a2 < 992 = 9801 < 9999. Òîäі

(x + y)2 < 4 ⋅ 9 = 36 і x + y < 6.
2) Ìàєìî, ùî x + y < 6, òîáòî x + y J 5. Ðîçãëÿíåìî âñі 

ìîæëèâі âèïàäêè ÷èñåë : 10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 
30, 31, 32, 40, 41, 50. Ç íèõ óìîâó çàäà÷і çàäîâîëüíÿþòü: 10, 
11, 12, 13, 20, 21, 22, 30, 31.

Âіäïîâіäü. 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 30, 31.

Приклад 16*  Çíàéäіòü óñі íàòóðàëüíі ÷èñëà, ÿêі çáіëüøó-
þòüñÿ â 9 ðàçіâ, ÿêùî ìіæ öèôðîþ îäèíèöü і öèôðîþ äåñÿò-
êіâ âñòàâèòè öèôðó 0.

Розв’язання
Çàïèøåìî øóêàíå ÷èñëî ó âèãëÿäі 

 = 10a + b,

äå ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: , . 

Òîäі  = 100à + b. Çà óìîâîþ ìàєìî
100à + b = 9(10à + b), 5à = 4b.

Òîäі b e 5 і, âðàõîâóþ÷è, ùî b – öèôðà, ìàєìî .

Ó âèïàäêó b = 0 îòðèìàєìî à = 0, òîáòî  – 
ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.

Ó âèïàäêó b = 5 îòðèìàєìî à = 4, òîáòî  = 10 ⋅ 4 +
+ 5 = 45 ∈ N.

Âіäïîâіäü. 45.
Íàãàäàєìî îçíàêè ïîäіëüíîñòі ÷èñëà, ùî âèïëèâàþòü ç 

äåñÿòêîâîї ôîðìè çàïèñó ÷èñëà (2.1).
Ñòåïåíі 10k (k I 1) äіëÿòüñÿ íà 2, 5, 10. Òîìó ìàєìî òàêå. 

 • ×èñëî à äіëèòüñÿ íà 2, ÿêùî éîãî îñòàííÿ öèôðà ïàðíà. 
 • ×èñëî à äіëèòüñÿ íà 10, ÿêùî éîãî îñòàííÿ öèôðà 0. 
 • ×èñëî à äіëèòüñÿ íà 5, ÿêùî éîãî îñòàííÿ öèôðà 0 àáî 5.
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Ïðè k I 2 ñòåïåíі 10k äіëÿòüñÿ íà 4. Òîìó ìàєìî òàêå.
 • Îçíàêîþ ïîäіëüíîñòі íà 4 є äіëåííÿ áåç îñòà÷і íà 4 äâî-

öèôðîâîãî ÷èñëà . 
 • ×èñëî à äіëèòüñÿ íà 8, ÿêùî òðèöèôðîâå ÷èñëî  äі-

ëèòüñÿ íà 8.

ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ НА 3 ТА НА 9
Äîâіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî  ìîæíà çàïèñàòè ó 

âèãëÿäі: 

.

Î÷åâèäíî, ùî  äіëèòüñÿ і íà 3, і íà 9. 

Òîäі, ÿêùî ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 3 (àáî 
íà 9), òî і ÷èñëî  

 äіëèòüñÿ íà 3 (àáî íà 9). Ìàєìî øóêàíі 
îçíàêè ïîäіëüíîñòі.
 • ×èñëî äіëèòüñÿ íà 3, ÿêùî ñóìà éîãî öèôð äіëèòüñÿ íà 3. 
 • ×èñëî äіëèòüñÿ íà 9, ÿêùî ñóìà éîãî öèôð äіëèòüñÿ íà 9. 

Çàçíà÷èìî, ùî ïðàâèëüíèìè áóäóòü і îáåðíåíі îçíàêàì 
ïîäіëüíîñòі òâåðäæåííÿ. Öå ëåãêî äîâåñòè, ñïèðàþ÷èñÿ íà 
äåñÿòêîâó ôîðìó çàïèñó ÷èñëà (2.1).

Приклад 17  Ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó ÷èñëà 300 îäèíèöü, 
êіëüêà íóëіâ, à іíøèõ öèôð íåìàє. ×è ìîæå öå ÷èñëî áóòè 
ïîâíèì êâàä ðàòîì?
Розв’язання

Ñóìà öèôð äàíîãî ÷èñëà äîðіâíþє 300 і äіëèòüñÿ íà 3, àëå íå 
äіëèòüñÿ íà 9. Îòæå, öå ÷èñëî íå ìîæå áóòè ïîâíèì êâàä ðàòîì.

Âіäïîâіäü. Íі.

Приклад 18  Äî ÷èñëà 10 ñïðàâà і çëіâà äîïèñàëè ïî îäíіé 
öèôðі òàê, ùîá îòðèìàòè ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 72. Çíàéäіòü 
öå ÷èñëî.
Розв’язання

Îòðèìàíå ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 72, îòæå, äіëèòüñÿ íà 8 і íà 9.
Ç êðàòíîñòі 8 ìàєìî, ùî îñòàííüîþ éîãî öèôðîþ ìîæå 

áóòè ëèøå 4.
Ç êðàòíîñòі ÷èñëó 9 ìàєìî, ùî ïåðøîþ éîãî öèôðîþ ìîæå 

áóòè ëèøå 4.
Âіäïîâіäü. 4104. 
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Приклад 19  Îñòàííÿ öèôðà êâàä ðàòà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 6. 
Äîâåäіòü, ùî éîãî ïåðåäîñòàííÿ öèôðà íåïàðíà.

Розв’язання
Çàäàíå ÷èñëî  – ïàðíå, òîäі ÷èñëî à є òåæ 

ïàðíèì, òîáòî a2 e 4. Òîäі (çà îçíàêîþ ïîäіëüíîñòі íà 4) ìàєìî, 
ùî  e 4, òîáòî äâîöèôðîâå ÷èñëî  ìàє âèãëÿä: 16, àáî 36, 
àáî 56, àáî 76, àáî 96. Çâіäñè  і є ÷èñëîì íå-
ïàðíèì.

Ù. â. ä.

ЧИСЛО ШАХЕРЕЗАДИ 
І ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ НА 7, 11 І 13

Ïåðåéäåìî äî îçíàê ïîäіëüíîñòі íà 7, 11 і 13. Ó öüîìó íàì 
äîïîìîæå ÷èñëî 1001, ÿêå ùå íàçèâàþòü ÷èñëîì Øàõåðåçàäè.

×èñëî Øàõåðåçàäè ìàє êіëüêà öіêàâèõ âëàñòèâîñòåé.
1) Öå íàéìåíøå іç ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ÿêå ìîæíà 

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè êóáіâ äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë: 1001 = 103 + 13.

2) ×èñëî 1001 ñêëàäàєòüñÿ іç 77 «÷îðòîâèõ» äþæèí: 
 1001 = 77 ⋅ 13.
3) ×èñëî 1001 ñêëàäàєòüñÿ іç 143 «ìàãі÷íèõ» ÷èñåë 7: 
 1001 = 143 ⋅ 7.
4) ×èñëî 1001 ñêëàäàєòüñÿ ç 91 îäèíàäöÿòîê: 1001 = 91 ⋅ 11.
5) 1001 = 52 ⋅ 7 + 52 ⋅ 7 + 26 ⋅ 7 + 13 ⋅ 7. Îòæå, ÿêùî ââà-

æàòè, ùî ðіê äîðіâíþє 52 òèæíÿì, òî 1001 íі÷ ñêëàäà-
єòüñÿ ç 1 + 1 +  +  ðîêó. À ñóìà 1 +  +  є ÷àñòè-
íîþ íåñêіí÷åííîãî ðÿäó 1 +  +  + ... + 1/2n, ÿêèé 
÷àñòî òðàïëÿєòüñÿ ó ìàòåìàòèöі é ÿêîìó â ñòàðîâèíó 
òåæ ïðèïèñóâàëè ìàãі÷íі âëàñòèâîñòі.

Âëàñòèâîñòі ÷èñëà 1001 ïåðåòèíàþòüñÿ ç ìàãієþ òà ìàòå-
ìàòèêîþ. Çîêðåìà, íà éîãî âëàñòèâîñòÿõ ґðóíòóєòüñÿ äîâå-
äåííÿ îçíàê ïîäіëüíîñòі íà 7, 11 і 13.

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî . Éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-
ãëÿäі

 .

×èñëî 1001 äіëèòüñÿ íà 7, íà 11 і íà 13. Òîäі ÷èñëî  
äіëèòüñÿ íà 7 (11 àáî 13), ÿêùî íà 7 (11 àáî 13) äіëèòüñÿ ðіç-
íèöÿ . 
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Ìàєìî îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 7, 11, 13.
• ×èñëî äіëèòüñÿ íà 7 (11, 13), ÿêùî íà 7 (11, 13) äіëèòüñÿ 

ðіçíèöÿ äàíîãî ÷èñëà áåç îñòàííіõ òðüîõ ðîçðÿäіâ і ÷èñëà, 
óòâîðåíîãî îñòàííіìè òðüîìà öèôðàìè.

Приклад 20  ×è äіëèòüñÿ ÷èñëî 946 988 875: à) íà 7; á) íà 11?

Розв’язання
1) 946 988 – 875 = 946 113;
2) 946 – 113 = 833; 
3) 833 : 7 = 119, 833 : 11 = 75 + 8.
Çà îçíàêàìè ïîäіëüíîñòі íà 7 і 11 ìàєìî, ùî äàíå ÷èñëî 

êðàòíå ÷èñëó 7, àëå íå äіëèòüñÿ íà 11. 
Âіäïîâіäü. à) Òàê; á) íі.

Ðîçãëÿíåìî іíøó îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 11, ÿêà áóëà âіäî-
ìà ùå â ÕІ ñò. àðàáñüêîìó ìàòåìàòèêó àëü-Êàðõі, à ïіçíіøå 
âïåðøå ñôîðìóëüîâàíà ó âіäîìîìó íàì âèãëÿäі ôðàíöóçüêèì 
ìàòåìàòèêîì Æ.Ë. Ëàãðàíæåì (1736–1813). 
• Äëÿ òîãî ùîá ÷èñëî äіëèëîñÿ íà 11, íåîáõіäíî é äîñòàò-

íüî, ùîá ðіçíèöÿ ìіæ ñóìîþ éîãî öèôð íåïàðíèõ ðîçðÿ-
äіâ (ÿêùî ðàõóâàòè ñïðàâà íàëіâî) і ñóìîþ öèôð ïàðíèõ 
ðîçðÿäіâ äіëèëàñÿ íà 11. 
Äîâåäåìî íàâåäåíó îçíàêó äëÿ ÷îòèðèöèôðîâîãî ÷èñëà 

. Çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäі
 

= .
Â îñòàííüîìó âèðàçі ïåðøі òðè äîäàíêè êðàòíі ÷èñ-

ëó 11, òîäі äàíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 11, ÿêùî ðіçíèöÿ 
 êðàòíà ÷èñëó 11.

Çðîçóìіëî, ùî àíàëîãі÷íå äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè äëÿ 
äîâіëüíîãî n-öèôðîâîãî ÷èñëà, õî÷à éîãî çàïèñ áóäå áіëüø 
ãðîìіçäêèì. Ó çàãàëüíîìó âèãëÿäі öþ îçíàêó ìè äîâåäåìî 
ëàêîíі÷íî é ïðîçîðî ïіçíіøå (ó § 8), ñïèðàþ÷èñÿ íà âëàñòè-
âîñòі îñòà÷.

Приклад 21  ×è äіëèòüñÿ 62 975 íà 11?

Розв’язання
(5 + 9 + 6) – (7 + 2) = 19 – 9 = 11 e 11.
Òîäі çàäàíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 11.
Âіäïîâіäü. Òàê.
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Приклад 22*  ×è ìîæíà âñі äâîöèôðîâі ÷èñëà âіä 32 äî 86 
âêëþ÷íî âèïèñàòè â äåÿêîìó ïîðÿäêó îäíå çà îäíèì òàê, 
ùîá îäåðæàòè çàïèñ ïðîñòîãî ÷èñëà?

Розв’язання
Ó ÿêîìó á ïîðÿäêó ìè íå çàïèñóâàëè çàäàíі ÷èñëà, ðіçíè-

öÿ äâîõ ñóì öèôð, ùî ñòîÿòèìóòü íà ïàðíèõ і íà íåïàðíèõ 
ìіñöÿõ, є ðіçíèöåþ ñóì ïåðøèõ і äðóãèõ öèôð äâîöèôðîâèõ 
÷èñåë 32, ..., 86. Îòæå, âîíà äîðіâíþє 300 – 245 = 55, äі-
ëèòüñÿ íà 11, òîäі é óòâîðåíå âіäïîâіäíî äî óìîâè ÷èñëî òà-
êîæ áóäå êðàòíèì ÷èñëó 11, òîáòî íåïðîñòèì.

Âіäïîâіäü. Íі. 

ЗАВДАННЯ 2
1. Ó ÿêіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ òâåðäæåííÿ  áóäå ïðà-

âèëüíèì? 
2. Çíàéäіòü çàïèñ ÷èñëà â ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 7, 

ÿêùî â äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі öå ÷èñëî ìàє âèãëÿä: 
 à) 100; á) 500; â) 343; ã) 147; ä) 2548.
3. Çàïèøіòü ó äåñÿòêîâіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ ÷èñëî: 
 à) (1 100 100)2; á) (126)8; â) (12 404)7. 
4. Çàïèøіòü òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿ øåñòèðі÷íîї ñè ñòåìè 

÷èñëåííÿ.
5. Âèêîíàéòå äії (â óêàçàíèõ ñè ñòåìàõ ÷èñëåííÿ): 
    à) (23 651)8 + (17 043)8;  á) (423)6 + (1341)6 + (521)6; 
    â) (352)6 ⋅ (245)6;         ã*) (120 101)3 : (102)3.
6. Íà äîøöі ìàєìî íàïіâñòåðòèé çàïèñ:

 Ç’ÿñóéòå, â ÿêіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ çäіéñíþâàëè äîäàâàííÿ.
7*. «Ó òåáå ïîìèëêà», – ñêàçàëà Ãàííà áðàòó Ìèêîëі, äèâëÿ-

÷èñü íà çàïèñ ó éîãî çîøèòі: 132 = 171. «Íі, – âіäïîâіâ 
Ìèêîëà, – ìåíі íàáðèäëà äåñÿòêîâà ñè ñòåìà ÷èñëåííÿ і ÿ 
òåïåð ðàõóþ â ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ ç іíøîþ îñíîâîþ». Âè-
çíà÷òå îñíîâó ÷èñëåííÿ Ìèêîëè çà íàâåäåíèì ïðèêëàäîì.

8*. Îäèí øêіëüíèé â÷èòåëü íà çàïèòàííÿ ïðî êіëüêіñòü ó÷íіâ 
ó êëàñі âіäïîâіâ òàê: «Ó ìåíå â êëàñі 100 äіòåé, ç íèõ 
24 õëîïöі é 32 äіâ÷èíè». ßêó ñè ñòåìó ÷èñëåííÿ ìàâ íà 
óâàçі â÷èòåëü?
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9. Ñóìà öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà äîðіâíþє 10, à ðіçíèöÿ 
öüîãî ÷èñëà і ÷èñëà, çàïèñàíîãî òèìè ñàìèìè öèôðàìè â 
çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, äîðіâíþє 54. Çíàéäіòü öå ÷èñëî. 

10. Äðóãå äâîöèôðîâå ÷èñëî óòâîðþєòüñÿ ç ïåðøîãî ïåðåñòà-
íîâêîþ öèôð. Ðіçíèöÿ âêàçàíèõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë äî-
ðіâíþє ñóìі öèôð êîæíîãî ç íèõ. Çíàéäіòü öі ÷èñëà. 

11. Ïåðøі òðè öèôðè ñåìèöèôðîâîãî ÷èñëà îäíàêîâі, à іíøі ÷î-
òèðè òåæ ðіâíі ìіæ ñîáîþ. Ñóìà âñіõ öèôð ÷èñëà äîðіâíþє 
÷èñëó, ïåðøà öèôðà ÿêîãî çáіãàєòüñÿ ç ïåðøîþ öèôðîþ çà-
äàíîãî ÷èñëà, à äðóãà – ç îñòàííüîþ. Çíàéäіòü öå ÷èñëî. 

12. Ñóìà öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà 16. ßêùî â öüîìó ÷èñëі 
ïåðåñòàâèòè öèôðè, òî âîíî çáіëüøèòüñÿ íà 18. Çíàéäіòü 
öå ÷èñëî. 

13. Çíàéäіòü äâîöèôðîâå ÷èñëî, ó ÿêîãî öèôðà îäèíèöü íà 2 
áіëüøà çà öèôðó äåñÿòêіâ, à äîáóòîê ÷èñëà íà ñóìó éîãî 
öèôð äîðіâíþє 144. 

14. Ñóìà öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà â 6 ðàçіâ ìåíøà âіä öüî-
ãî ÷èñëà. Äîáóòîê öüîãî ÷èñëà íà ÷èñëî, çàïèñàíå òèìè 
ñàìèìè öèôðàìè â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, äîðіâíþє 2430. 
Çíàéäіòü öå ÷èñëî. 

15. Ñóìà êóáіâ öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà äîðіâíþє 243, à äî-
áóòîê ñóìè éîãî öèôð íà äîáóòîê öèôð öüîãî ÷èñëà äî-
ðіâíþє 162. Çíàéäіòü öå ÷èñëî.

16. Òðèöèôðîâå ÷èñëî ïî÷èíàєòüñÿ іç öèôðè 7. ßêùî öþ öèô-
ðó ïåðåñòàâèòè â êіíåöü ÷èñëà, òî îòðèìàíå ÷èñëî áóäå íà 
117 ìåíøå âіä ïîïåðåä íüîãî. Çíàéäіòü çàäàíå ÷èñëî. 

17*. Ñóìà öèôð äâîöèôðîâîãî ÷èñëà 14. ßêùî äî öüîãî ÷èñ-
ëà äîäàòè 46, òî âèéäå ÷èñëî, äîáóòîê öèôð ÿêîãî äîðіâ-
íþє 6. Çíàéäіòü äàíå ÷èñëî. 

18*. Äåñÿòêîâèé çàïèñ äîáóòêó äâîõ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë 
ñêëàäàєòüñÿ âèíÿòêîâî іç ÷åòâіðîê. Çíàéäіòü äàíі äâîöèô-
ðîâі ÷èñëà. 

19*. Ðîçøèôðóéòå çàïèñ . 
20*. Çíàéäіòü óñі ÷èñëà, ùî â 3 ðàçè ïåðåáіëüøóþòü ñóìó 

ñâîїõ öèôð. 
21. Äîâåäіòü, ùî òðèöèôðîâå ÷èñëî, çàïèñàíå îäíàêîâèìè 

öèôðàìè, äіëèòüñÿ íà 3.
22. Äîâåäіòü, ùî ðіçíèöÿ äâîõ äåñÿòêîâèõ ÷èñåë, çàïèñ êîæ-

íîãî ç ÿêèõ ìіñòèòü óñі äåñÿòü öèôð, äіëèòüñÿ íà 9.
23. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A äîáóòîê äâîõ äîâіëüíèõ äâîöèôðîâèõ 

÷èñåë, à ÷åðåç B – äîáóòîê òèõ ñàìèõ ÷èñåë, àëå çàïèñà-
íèõ ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî A – B äі-
ëèòüñÿ íà 99. 
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24*. ×è ìîæå ÷èñëî  áóòè äіëüíèêîì ÷èñëà , äå n і 
k – íàòóðàëüíі ÷èñëà?

25. ßêó öèôðó òðåáà ïîñòàâèòè çàìіñòü c ó ÷èñëî , ùîá 
îòðèìàíå ÷èñëî áóëî êðàòíå ÷èñëó: 

 à) 2; á) 3; â) 4; ã) 5; ä) 6; å) 9; є) 10?
26. Äîâåäіòü ïðàâèëüíіñòü òâåðäæåíü: 
 à) ( ) e 99; á) ( ) e 11; â) ( ) e 11.
27. ßêó öèôðó òðåáà çàïèñàòè çàìіñòü à, ùîá ÷èñëî  äі-

ëèëîñÿ íà 9?
28. Äîâåäіòü: à) ðіçíèöÿ  äіëèòüñÿ íà 9; 
   á) ñóìà  äіëèòüñÿ íà 3. 
29. Äîâåäіòü, ùî íå іñíóє äâîöèôðîâîãî ÷èñëà, ùî äîðіâíþє 

äîáóòêó éîãî öèôð.
30. ×è іñíóє ÷èñëî, äåñÿòêîâèé çàïèñ ÿêîãî ìіñòèòü øіñòü 

îäèíèöü é ñіì íóëіâ і є êâàä ðàòîì öіëîãî ÷èñëà?
31. ×è ìîæå ÷èñëî, ó äåñÿòêîâîìó çàïèñі ÿêîãî âèêîðèñòàíî 

100 îäèíèöü òà 100 äâіéîê, à ðåøòà öèôð – íóëі, áóòè 
òî÷íèì êâàä ðàòîì? 

32*. ×è ìîæå ÷èñëî, ùî äîðіâíþє ïåâíîìó ñòåïåíþ äâіéêè, 
ìàòè ó çàïèñó îäíàêîâó êіëüêіñòü íóëіâ, îäèíèöü, äâіéîê, 
..., äåâ’ÿòîê? 

33*. Ðîçøèôðóéòå çàïèñ: 
 à) ;  á) ;  â*) . 
34. Äîâåäіòü, ùî ñóìà äâîõ áóäü-ÿêèõ ïîñëіäîâíèõ ïàðíèõ 

÷èñåë íå äіëèòüñÿ íà 4. 
35*. ×è ìîæå êâàä ðàò ïàðíîãî ÷èñëà áóòè ï’ÿòèöèôðîâèì 

÷èñëîì, ùî ñêëàäàєòüñÿ іç öèôð 1, 4, 5, 9, 9? 
36*. ×è іñíóє òàêå ÷èñëî, ïîìíîæèâøè ÿêå íà 6, îòðèìàєìî 

â äîáóòêó ÷èñëî, ùî ñêëàäàєòüñÿ ç òèõ ñàìèõ öèôð, àëå 
íàïèñàíèõ ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó? 

37*. Çíàéäіòü óñі ÷èñëà, ÿêі â 13 ðàçіâ áіëüøі çà ñóìó ñâîїõ 
öèôð. 

38*. Çíàéäіòü óñі äâîöèôðîâі ÷èñëà, ÿêі äіëÿòüñÿ íà êîæíó ç 
öèôð ó їõ çàïèñó. 

39*. Ñóìà öèôðè äåñÿòêіâ і öèôðè îäèíèöü äâîöèôðîâîãî 
÷èñëà, äîäàíà äî їõ ðіçíèöі, äîðіâíþє 10. ßêùî ìіæ öèìè 
öèôðàìè âñòàâèòè 9, òî ÷èñëî çáіëüøèòüñÿ â 11 ðàçіâ. 
Çíàéäіòü äàíå ÷èñëî. 

40*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî d ∈ N іñíóє n ∈ N òàêå, ùî 
n e d і ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó ÷èñëà n ìîæíà âèêðåñëèòè 
äåÿêó íåíóëüîâó öèôðó òàê, ùî îòðèìàíå ÷èñëî òåæ áóäå 
äіëèòèñÿ íà d.
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41*. Äîâåäіòü, ùî äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà  ìàє òðè îä-
íàêîâі öèôðè.

42*. ×èñëî 6116 ìàє òàêó öіêàâó âëàñòèâіñòü: ÿêó ïàðó öèôð 
íå îáðàëè á, îñòàííÿ öèôðà їõíüîї ñóìè äîðіâíþє îñòàí-
íіé öèôðі ñóìè äâîõ іíøèõ öèôð äàíîãî ÷èñëà. Ñêіëüêè 
ùå іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâіñòþ? 

43*. Îäíå ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî ñêëàäåíî ç ïîñëіäîâíèõ 
öèôð, ðîçìіùåíèõ ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. Äðóãå ÷îòèðè-
öèôðîâå ÷èñëî ñêëàäåíî ç òèõ ñàìèõ öèôð, àëå â ïîðÿäêó 
їõ ñïàäàííÿ. Òðåòє ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî òàêîæ ñêëàäåíî 
ç òèõ ñàìèõ ÷îòèðüîõ öèôð. Çíàéäіòü öі òðè ÷èñëà, ÿêùî 
їõ ñóìà äîðіâíþє 12 300. 

44*. Çíàéäіòü íàéìåíøå ÷èñëî, ñóìà öèôð ÿêîãî äіëèòüñÿ íà 17 
і ñóìà öèôð íàñòóïíîãî çà íèì ÷èñëà òàêîæ äіëèòüñÿ íà 17.

45. Âіçüìіòü øåñòèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå äіëèòüñÿ íà îäíå іç ÷èñåë 
7, 11, 13, 37. Ïåðåñòàâòå ïåðøó öèôðó â êіíåöü ÷èñëà. Ïåðå-
âіðòå, ÷è áóäå ìàòè óòâîðåíå ÷èñëî òîé ñàìèé äіëüíèê. ×îìó? 

46. Ðîçâ’ÿæіòü ïîïåðåäíþ çàäà÷ó ó âèïàäêó ï’ÿòèöèôðîâîãî 
÷èñëà.

47. ×è äіëèòüñÿ íà 11 ÷èñëî, óòâîðåíå ç äàíîãî n-öèôðîâîãî 
÷èñëà, êîëè äî íüîãî (ç ïðàâîãî áîêó) äîïèñàëè çàäàíå 
÷èñëî ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó?

48. ×è äіëèòüñÿ íà 7 ÷èñëî:   à) 284 258;   á) 2 345 678 910?
49. ×è äіëèòüñÿ íà 13 ÷èñëî:  à) 284 258;   á) 2 345 678 910?
50. ×è äіëèòüñÿ íà 11 ÷èñëî:  à) 3025;      á) 1 000 080 009; 
 â) 37 502 182;   ã) 6886;   ä) 2 185 335 812?
51*. Ó çàïèñó ÷èñëà, ùî êðàòíå ÷èñëó 9, є 2012 öèôð. Íåõàé 

à – ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà, b – ñóìà öèôð ÷èñëà à, ñ – 
ñóìà öèôð ÷èñëà b. Çíàéäіòü ÷èñëî ñ. 

52*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 13 òîäі é òіëüêè òîäі, 
ÿêùî ñóìà öèôð ÷èñëà, óòâîðåíîãî ç äàíîãî çàìіíîþ éîãî 
îñòàííüîї öèôðè çàïèñîì äîáóòêó öієї öèôðè íà 4, äіëèòü-
ñÿ íà 13.

53*. Ó ðÿä çàïèñàíî 12 çіðî÷îê. Äâîє ïî ÷åðçі çàìіíþþòü çі-
ðî÷êè öèôðàìè. Äîâåäіòü, ùî äðóãèé çàâæäè ìîæå çðîáè-
òè òàê, ùîá îäåðæàíå 12-öèôðîâå ÷èñëî äіëèëîñÿ íà 77.

54*. ×è іñíóє òðèöèôðîâå ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 11, â ÿêîãî 
ïåðøà öèôðà áіëüøà çà äðóãó, à äðóãà áіëüøà çà òðåòþ? 

55*. Óñі äâîöèôðîâі ÷èñëà, ùî íå çàêіí÷óþòüñÿ íóëåì, çàïè-
ñàëè îäíå çà îäíèì òàê, ùî êîæíå íàñòóïíå ïî÷èíàєòüñÿ 
ç òієї ñàìîї öèôðè, ÿêîþ çàêіí÷óєòüñÿ ïîïåðåäíє. Ç óñіõ 
óòâîðåíèõ çà òàêèì ïðàâèëîì áàãàòîöèôðîâèõ ÷èñåë îáè-
ðàþòü íàéáіëüøå òà íàéìåíøå. Çíàéäіòü їõ ñóìó.
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§ 3. Арифметика цифр і степінь числа
Çàäà÷і, ÿêі ìіñòÿòü ñòåïіíü ÷èñëà, ëåãêî ðîçâ’ÿçóþòüñÿ, ÿêùî 

ç’ÿñóâà òè, ÿêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ñòåïіíü öüîãî ÷èñëà. 
Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ öèôðà ñòåïåíÿ ÷èñëà çàëåæèòü 

ëèøå âіä öèôðè, ÿêîþ çàêіí÷óєòüñÿ çàäàíå ÷èñëî.
Ïðîàíàëіçóєìî òàáëèöþ, ó ÿêіé áóäåìî çàïèñóâàòè îñòàí-

íþ öèôðó ñòåïåíіâ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 4 8 6 2 4 8 6 2 4 8 6 2

3 3 9 7 1 3 9 7 1 3 9 7 1 3

4 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

7 7 9 3 1 7 9 3 1 7 9 3 1 7

8 8 4 2 6 8 4 2 6 8 4 2 6 8

9 9 1 9 1 9 1 9 1 9 1 9 1 9

Î÷åâèäíà ïåðіîäè÷íіñòü, ç ÿêîþ ïîâòîðþєòüñÿ îñòàííÿ 
öèôðà ÷èñëà ïðè éîãî ïіäíåñåííі äî ñòåïåíÿ. Äëÿ öèôð 9 і 
4 – öå 2; äëÿ öèôð 2, 3, 7 і 8 – öå 4; äëÿ öèôð 0, 1, 5, 6 
îñòàííÿ öèôðà ïðè ïіäíåñåííі äî ñòåïåíÿ íå çìіíþєòüñÿ.

Óçàãàëüíèìî ñêàçàíå. 
Çàâæäè îäíàêîâîþ öèôðîþ çàêіí÷óþòüñÿ ñòåïåíі íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà nk і nk+4m, {k, m} ⊂ N.

Приклад 1  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî 378 + 9 äіëèòüñÿ íà 10.

Розв’язання
×èñëî 378 çàêіí÷óєòüñÿ òàêîþ ñàìîþ öèôðîþ, ùî і ÷èñëî 

378–4 = 374, òîáòî 1. Òîäі ÷èñëî 378 + 9 çàêіí÷óєòüñÿ 0 і äі-
ëèòüñÿ íà 10. Ù. â. ä.

Приклад 2  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 5.

Розв’язання
×èñëî  çàêіí÷óєòüñÿ òàêîþ ñàìîþ öèôðîþ, ùî і ÷èñ-

ëî , òîáòî 1. ×èñëî  çàêіí÷óєòüñÿ òàêîþ ñà-

Ñòåïіíü 
÷èñëà

Îñòàííÿ 
öèôðà
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ìîþ öèôðîþ, ùî і ÷èñëî , òîáòî 6. Òîäі ÷èñëî 
 çàêіí÷óєòüñÿ öèôðîþ 5 і äіëèòüñÿ íà 5. Ù. â. ä.

Приклад 3  ßêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ÷èñëî 9n–1 + 4n?

Розв’язання
1) ßêùî ÷èñëî n – ïàðíå, òî: 4n ìàє çà îñòàííþ öèôðó 6 

(äèâ. òàáë.), ÷èñëî (n – 1) – íåïàðíå і 9n–1 ìàє çà îñòàííþ öèôðó 
9 (äèâ. òàáë.). Òîäі îñòàííüîþ öèôðîþ ÷èñëà 9n–1 + 4n áóäå 5.

2) ßêùî ÷èñëî n – íåïàðíå, òî: 4n ìàє çà îñòàííþ öèôðó 
4, ÷èñëî (n – 1) – ïàðíå і 9n–1 ìàє çà îñòàííþ öèôðó 1. Òîäі 
îñòàííüîþ öèôðîþ ÷èñëà 9n–1 + 4n áóäå 5.

Âіäïîâіäü. 5.
Çâåðíіòü óâàãó íà òå, ùî 

 • êâàä ðàò öіëîãî ÷èñëà íå ìîæå ìàòè çà îñòàííþ öèôðó 3 
àáî 7; 

 • ÷åòâåðòèé ñòåïіíü ÷èñëà ìîæå çàêіí÷óâàòèñÿ òіëüêè öèô-
ðàìè 1, àáî 5, àáî 6.

Приклад 4  ×è іñíóє òàêå íàòóðàëüíå n, ùîá ÷èñëî  
áóëî ïîâíèì êâàä ðàòîì öіëîãî ÷èñëà?
Розв’язання

×èñëî  =  çàêіí÷óєòüñÿ öèôðîþ 9. Òîäі çàäàíå 
÷èñëî çàêіí÷óєòüñÿ öèôðîþ 3 і íå ìîæå áóòè êâàä ðàòîì öіëî-
ãî ÷èñëà.

Âіäïîâіäü. Íі.

Приклад 5*  Ñêіëüêè ñåðåä ïåðøèõ 10 000 íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë òàêèõ, ùî çàêіí÷óþòüñÿ îäèíèöåþ і ìîæóòü áóòè ïðåä-
ñòàâëåíі ó âèãëÿäі ?
Розв’язання

1) Çàóâàæèìî, ùî n = 0 àáî m = 0 íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 
çàäà÷і, îñêіëüêè 8m і 5n íå ìîæóòü ìàòè çà îñòàííþ öèôðó 0. 

2) ×èñëî 5n çàêіí÷óєòüñÿ öèôðîþ 5 ïðè äîâіëüíîìó íàòó-
ðàëüíîìó n. Òîäі ÷èñëî 8m ïîâèííî çàêіí÷óâàòèñÿ öèôðîþ 6, 
òîáòî m êðàòíå ÷èñëó 4 (äèâ. òàáë.). 

3) Ïðè íàéìåíøîìó çíà÷åííі n = 1 ìàєìî 8m < 10 000 – 5 =
= 9995. Òîäі íàéáіëüøå і єäèíå çíà÷åííÿ m = 4 (îñêіëüêè 
84 = 4096, à 85 = 32 768).

4) ßêùî m = 4, òî 5n < 10 000 – 4096 = 5904, òîäі n J 5 
(îñêіëüêè 55 = 3125, à 56 = 15 625). Ìàєìî âñüîãî 5 + 4 + 3 +
+ 2 + 1 = 15 ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷і.

Âіäïîâіäü. 15.
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ЗАВДАННЯ 3
1. ×è ìîæå ÷åòâåðòèé ñòåïіíü öіëîãî ÷èñëà çàêіí÷óâàòèñÿ 

öèôðîþ 4? 
2. ßêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ÷èñëî: à) 92011; á) 92012? 
3. ßêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ÷èñëî: à) 26; á) 218; â) 250? 
4. Çíàéäіòü îñòàííþ öèôðó ÷èñëà: à) 777; á) 7777; â) 77777; 

ã) 72012; ä*) . 
5. Çíàéäіòü îñòàííþ öèôðó ÷èñëà: 
 à) 32013; á) ; â*) . 
6. ßêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ñóìà: 
 à) 116 + 146 + 166; á) 1235 + 2524 + 136136?
7. Äîâåäіòü áåç îá÷èñëåíü, ùî ðіâíіñòü  є íå-

ïðàâèëüíîþ.
8. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî 6464 – 1 äіëèòüñÿ íà 5.
9. Ñóìà äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 5. ßêîþ öèôðîþ 

çàêіí÷óєòüñÿ ñóìà êóáіâ öèõ ÷èñåë? 
10. Äîâåäіòü, ùî íà 10 äіëèòüñÿ ÷èñëî: 
 à) m2006 – m1806, ; 
 á) kn+20 – kn+8, ; 
 â) m17 – m13 + m9 – m5, ; 
 ã) 992n+1 + 434n, ; 
 ä) 57145 – 47105 + 9965 – 3945.
11. Äîâåäіòü, ùî 9n+1 + 4n äіëèòüñÿ íà 5.
12. ßêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ÷èñëî: 
 à) 6n + 92n; á) 44n – 92n+1; â*) 6n+6 + 4n?
13. Âèçíà÷òå îñòàííþ öèôðó ÷èñëà ïðè ïàðíîìó çíà÷åííі íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà n: à) ; á) .
14*. ×è äіëèòüñÿ ñóìà 2139 + 3921 íà 45? 
15*. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ïðè ÿêèõ: 

à) âèðàç  ïåðåòâîðþєòüñÿ íà ÷åòâåðòèé 
ñòåïіíü öіëîãî ÷èñëà; á) âèðàç  ïåðåòâî-
ðþєòüñÿ íà êâàä ðàò öіëîãî ÷èñëà.

16*. Äåÿêå öіëå ÷èñëî A ïіäíåñëè äî êóáà. Äîâåäіòü, ùî õî÷à 
á îäíå іç ÷èñåë A3 – A àáî A3 + A êðàòíå ÷èñëó 10. 

17*. Äîâåäіòü, ùî ïðè äîâіëüíîìó íàòóðàëüíîìó n ÷èñëî  
 äіëèòüñÿ íà 10. 

18*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî 1110 – 1 äіëèòüñÿ íà 100.
19*. ×è ìîæå ÷èñëî  äіëèòèñÿ íà 5, ÿêùî æîäíå іç 

÷èñåë à, b, ñ íå êðàòíå ÷èñëó 5?
20*. Âіäîìî, ùî  – öіëå ÷èñëî. Çíàéäіòü éîãî. 
21*. ×è ìîæå ÷èñëî, ùî є ïåâíèì ñòåïåíåì äâіéêè, ìіñòèòè ó 

ñâîєìó çàïèñó ïîðіâíó íóëіâ, îäèíèöü, äâіéîê, ..., äåâ’ÿòîê?
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§ 4. Діофантові рівняння
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿíü íà ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë (ó ÿêèõ 

êîåôіöієíòè é íåâіäîìі çìіííі ìîæóòü ïðèéìàòè òіëüêè öіëі 
çíà÷åííÿ) íàé÷àñòіøå ñïèðàєòüñÿ íà òåîðåìè, íàâåäåíі ó ïî-
ïåðåäíіõ ïàðàãðàôàõ.

Çàóâàæèìî, ùî àëãåáðàї÷íі ðіâíÿííÿ іç öіëèìè êîåôіöі-
єíòàìè, ÿêі ìіñòÿòü íå ìåíøå äâîõ çìіííèõ, ùî ìîæóòü íà-
áóâàòè òіëüêè öіëèõ çíà÷åíü, íàçèâàþòü äіîôàíòîâèìè ðіâ-
íÿííÿìè. Òàêі ðіâíÿííÿ çàçâè÷àé ìàþòü áàãàòî ðîçâ’ÿçêіâ, 
òîìó їõ ùå íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèìè ðіâíÿííÿìè. 

Óêàçàíі ðіâíÿííÿ íàçâàíî íà ÷åñòü äàâíüîãðåöüêîãî ìà-
òåìàòèêà Äіîôàíòà (ІІ – ІІІ ñò.). Éîãî êíèãà «Àðèôìåòèêà» 
çáåðåãëàñÿ äî íàøèõ ÷àñіâ. Ó öіé êíèçі, ÿêó âèâ÷àëî áàãàòî 
ïîêîëіíü ìàòåìàòèêіâ, Äіîôàíò ââîäèòü ïîçíà÷åííÿ íåâіäî-
ìèõ âåëè÷èí ëіòåðàìè, âèçíà÷àє äії íàä ñòåïåíÿìè (äî øîñ-
òîãî), ðîçãëÿäàє òåîðіþ íåâèçíà÷åíèõ ðіâíÿíü і ñè ñòåì òàêèõ 
ðіâíÿíü. 

Äîñëіäæåííÿ íåâèçíà÷åíèõ ðіâíÿíü ñüîãîäíі íàçèâàþòü 
íåâèçíà÷åíèì àíàëіçîì.

Çíà÷íî ïіçíіøå çà Äіîôàíòà ïî÷àëè ïðîâîäèòè äîñëіäæåí-
íÿ íåâèçíà÷åíèõ ðіâíÿíü іíäóñè. Ïðèíàéìíі â ÕІІ ñò. іíäіé-
ñüêèé ìàòåìàòèê Áõàñêàðà ðîçðîáèâ ìåòîäèêó öіëî÷èñëîâîãî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåâèçíà÷åíèõ ðіâíÿíü ïåðøîãî ñòåïåíÿ. Äî çà-
äà÷ íåâèçíà÷åíîãî àíàëіçó іíäóñіâ ïðèâåëè ïèòàííÿ ïðàêòè÷-
íîãî æèòòÿ. Òàê, ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ іç êà-
ëåíäàðåì, їì ÷àñòî äîâîäèëîñÿ øóêàòè ïåâíі іíòåðâàëè ÷àñó, 
ùî ñêëàäàëèñÿ іç öіëîї êіëüêîñòі ðîêіâ àáî äіá.

ЛІНІЙНІ ДІОФАНТОВІ РІВНЯННЯ
Ðîçãëÿíåìî ëіíіéíі äіîôàíòîâі ðіâíÿííÿ, òîáòî ðіâíÿííÿ âèäó

ax + by = c, (1)

äå a, b, ñ – çàäàíі öіëі ÷èñëà (  і ), äëÿ ÿêîãî ïîòðіá-
íî çíàéòè öіëî÷èñëîâі ðîçâ’ÿçêè (x; y).

Çàäà÷і, ùî âïåðøå ïðèâåëè іíäóñіâ äî íåâèçíà÷åíèõ ðіâ-
íÿíü, çâîäèëèñÿ äî îäíîðіäíèõ ðіâíÿíü, òîáòî êîëè êîåôіöі-
єíò ñ ó ðіâíÿííі (1) äîðіâíþє íóëþ:

ax + by = 0.

Çðó÷íіøå îñòàííє ðіâíÿííÿ çàïèñàòè ó âèãëÿäі
ax = by. (2)
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Îäíîðіäíå ëіíіéíå äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ (2) ðîçâ’ÿçàòè 
äóæå ëåãêî. 

Ââàæàòèìåìî, ùî êîåôіöієíòè a і b öüîãî ðіâíÿííÿ âçàєì-
íî ïðîñ òі ÷èñëà (іíàêøå ìîæíà áóëî á ïðîâåñòè ñêîðî÷åííÿ). 
Òîäі x e b, òîáòî 

x = nb, äå n ∈ Z. 

Ïіäñòàâèìî çíàéäåíèé âèðàç äëÿ õ â (2), ìàєìî:
abn = by, y = an.

Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ðіâíÿííÿ (2) ìàє âèãëÿä

,
 äå n ∈ Z. (3)

Çàóâàæèìî, ùî òóò n – äîâіëüíå öіëå ÷èñëî, ïðîòå éîãî 
çíà÷åííÿ â ïåðøîìó òà äðóãîìó âèðàçàõ (3) (äëÿ x òà y) îäíå 
é òå ñàìå.

Ç îäíîðіäíèìè ðіâíÿííÿìè (2) ÷àñòî ìàє ñïðàâó é ñó÷àñíà 
òåõíіêà. 

Íàïðèêëàä, äëÿ ïëàâíîї ðîáîòè ç÷åïëåííÿ ç äâîõ çóá÷àñ-
òèõ êîëіñ ïîòðіáíî, ùîá äîáóòîê êіëüêîñòі çóáöіâ íà êіëü-
êіñòü îáåðòіâ çà îäèíèöþ ÷àñó îäíîãî êîëåñà äîðіâíþâàâ 
àíàëîãі÷íîìó äîáóòêó äëÿ äðóãîãî êîëåñà. Òàê, ÿêùî îäíå 
êîëåñî ðîáèòü 50 îáåðòіâ çà õâèëèíó, à äðóãå 80, òî äëÿ êіëü-
êîñòі їõíіõ çóáöіâ, âіäïîâіäíî x і y, ìàєìî îäíîðіäíå äіîôàí-
òîâå ðіâíÿííÿ

50x = 80y, 5x = 8y.

Çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì öüîãî ðіâíÿííÿ є ìíîæèíà ïàð 
(8n; 5n), äå n ∈ N. 

Приклад 1  Çàïèøіòü çàãàëüíó ôîðìóëó, ùî çàäàє öіëі òî÷-
êè ïðÿìîї 20x + 28y = 0. 

Розв’язання
Ðіâíÿííÿ äàíîї ïðÿìîї ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäі 5x = –7y. 

Öå – îäíîðіäíå ëіíіéíå äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ. Éîãî çàãàëüíèì 
ðîçâ’ÿçêîì, âіäïîâіäíî äî (3), є ïàðè ÷èñåë (–7t; 5t), äå .

Âіäïîâіäü. (–7t; 5t), äå .

Приклад 2  Ñêіëüêè öіëèõ òî÷îê ìіñòèòü âіäðіçîê, ùî ñïî-
ëó÷àє òî÷êè (0; 0) і (180; 500)?
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Розв’язання
Ðіâíÿííÿ ïðÿìîї, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíі òî÷êè, ìàє 

âèãëÿä 9x = 25y.
Êîîðäèíàòè öіëèõ òî÷îê öієї ïðÿìîї (äèâ. ïðèêëàä 1) є 

ïàðè ÷èñåë (25t; 9t), äå . Òðåáà âèçíà÷èòè, ñêіëüêè çíà-
÷åíü t çàäîâîëüíÿє óìîâó

   .

Ìàєìî 8 çíà÷åíü t.
Âіäïîâіäü. 8.

Çíàéäåìî òåïåð çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîðіäíîãî ëіíіé-
íîãî äіîôàíòîâîãî ðіâíÿííÿ, êîëè â (1) êîåôіöієíò ñ íå äîðіâ-
íþє íóëþ. Ìîæëèâі òàêі äâà âèïàäêè: ÷èñëà a і b íå є âçàєì-
íî ïðîñòèìè, ÷èñëà a і b є âçàєìíî ïðîñòèìè.

Âèïàäîê 1. ×èñëà a і b ìàþòü ñïіëüíèé ìíîæíèê, òîáòî íå 
є âçàєìíî ïðîñòèìè, à ÷èñëî ñ íå êðàòíå ñïіëüíîìó ìíîæíè-
êó ÷èñåë a і b (áî òîäі ìè ïðîñòî ïîäіëèëè á ðіâíÿííÿ íà öåé 
ñïіëüíèé ìíîæíèê). Òîáòî ó ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë: , 

 і . 
Äîâåäåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ðіâíÿííÿ íå ìàє öіëèõ ðîç-

â’ÿçêіâ. 
Ïîäіëèìî ïðàâó і ëіâó ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ (1) íà ÷èñëî k, ìàєìî 

.

Ëіâà ÷àñòèíà öüîãî ðіâíÿííÿ ìіñòèòü òіëüêè öіëі ÷èñëà, à 
ïðàâà – íå íàëåæèòü ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë (îñêіëüêè ÷èñëî 
ñ íå êðàòíå k). Òîäі îñòàííÿ ðіâíіñòü íåìîæëèâà íà ìíîæèíі 
öіëèõ ÷èñåë.

Ñôîðìóëþєìî âèñíîâîê. 
Ëіíіéíå íåîäíîðіäíå äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ (1) íå ìàє 

ðîçâ’ÿçêіâ, ÿêùî ÷èñëà a і b íå âçàєìíî ïðîñòі.
Âèïàäîê 2. ×èñëà a і b íå ìàþòü ñïіëüíîãî ìíîæíèêà, 

òîáòî є âçàєìíî ïðîñòèìè ÷èñëàìè.
Íåõàé ïàðà ÷èñåë (x0; y0) – îäèí ç ðîçâ’ÿçêіâ ðіâíÿííÿ (1). 

Òîäі

ñ = ax0 + by0, ax + by = ax0 + b, .

Çà óìîâîþ b íå äіëèòüñÿ íà à. Òîäі x áóäå ðîçâ’ÿçêîì çàäà-
íîãî ðіâíÿííÿ äëÿ âñіõ (y – y0), êðàòíèõ ÷èñëó à, òîáòî òîäі і 
òіëüêè òîäі, êîëè
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, , , x = x0 – kb,

äå k – öіëå ÷èñëî ( ). 
Ñôîðìóëþєìî âèñíîâîê. 
Çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ëіíіéíîãî äіîôàíòîâîãî ðіâíÿííÿ (1), 

ÿêùî ÷èñëà a і b є âçàєìíî ïðîñòèìè, áóäå ìíîæèíà ïàð 

  . (4)

Çàóâàæèìî, ùî âãàäàòè ÿêèéñü іç ðîçâ’ÿçêіâ ëіíіéíîãî äіî-
ôàíòîâîãî ðіâíÿííÿ íåñêëàäíî. Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ.

Приклад 3  Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ 4x – 8y = 2.

Розв’язання
 ∅.

Âіäïîâіäü. Ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.

Приклад 4  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 4x – 3y = 2.

Розв’язання
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïàðà ÷èñåë (2; 2) çàäîâîëüíÿє ðіâíÿííÿ. 

Òîäі çàãàëüíèì éîãî ðîçâ’ÿçêîì, âіäïîâіäíî äî (4), áóäå ìíî-
æèíà ïàð 

 .

Âіäïîâіäü. (2 + 3k; 2 + 4k), äå .

Приклад 5  Çàïèøіòü óñþ ìíîæèíó öіëèõ ðîçâ’ÿçêіâ ðіâ-
íÿííÿ 24x + 13y = –15.

Розв’язання
Ïàðà ÷èñåë (–3; 1) çàäîâîëüíÿє ðіâíÿííÿ. Òîäі çàãàëüíèì 

ðîçâ’ÿçêîì éîãî áóäå

 .

Âіäïîâіäü. (–3 + 13k; 1 + 24k), äå .

Приклад 6  Ñêіëüêè öіëèõ òî÷îê (òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ 
є öіëèìè ÷èñëàìè) ìіñòèòü âіäðіçîê, ùî ñïîëó÷àє òî÷êè (1; 2) 
і (–2; –3)?
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Розв’язання
Çàïèøåìî ðіâíÿííÿ ïðÿìîї, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíі 

òî÷êè:
–5x + 3y = 1.

Ìàєìî ëіíіéíå äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ. Ïàðà ÷èñåë (1; 2) çà-
äîâîëüíÿє öå ðіâíÿííÿ. Òîäі çàãàëüíèé éîãî ðîçâ’ÿçîê, âіäïî-
âіäíî äî (4), ìàє âèãëÿä 

(1 + 3k; 2 + 5k), äå .

Çíàéäåìî, ÿêі ç ðîçâ’ÿçêіâ öüîãî ðіâíÿííÿ ìіñòÿòüñÿ ìіæ 
òî÷êàìè (1; 2) і (–2; –3):

 .

Âіäïîâіäü. 2.

Приклад 7*  Íà äîøöі áóëî çàïèñàíî 20 ïåðøèõ ÷èñåë íà-
òóðàëüíîãî ðÿäó. Îäíå ç íèõ ñòåðëè. Ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî ñåðåä 
19 ÷èñåë, ÿêі çàëèøèëèñÿ, є ÷èñëî, ùî äîðіâíþє ñåðåäíüîìó 
àðèôìåòè÷íîìó öèõ 19 ÷èñåë. ßêå ÷èñëî ñòåðëè? 

Розв’язання
Äîäàìî äî ïåðøîãî ÷èñëà îñòàííє, äî äðóãîãî – ïåðåä-

îñòàííє і ò. ä. Êîæíà òàêà ñóìà (1 + 20; 2 + 19; ...; 9 + 12; 
10 + 11) äîðіâíþє 21. Òîäі ñóìà ïåðøèõ äâàäöÿòè ÷èñåë íà-
òóðàëüíîãî ðÿäó äîðіâíþє 210 (ìàєìî 10 ïàð, ñóìà ÿêèõ äî-
ðіâíþє 21). 

Íåõàé ñòåðëè ÷èñëî õ, à ñåðåäíє àðèôìåòè÷íå ÷èñåë, ùî 
çàëèøèëèñÿ, äîðіâíþє y. Çà óìîâîþ 

, äå .

Ìàєìî ëіíіéíå äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ
210 – õ = 19y; 19y + õ = 210.

Ëåãêî âèçíà÷èòè îêðåìèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ðіâíÿííÿ: 
(20; 10). Òîäі çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàє âèãëÿä

Âðàõîâóþ÷è, ùî , ìàєìî єäèíèé ðîç-
â’ÿ çîê (20; 10).

Âіäïîâіäü. 20.
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Óìіííÿ ðîçâ’ÿçóâàòè ëіíіéíі äіîôàíòîâі ðіâíÿííÿ ìîæå 
ñòàòè â íàãîäі ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷ ïðàêòè÷íîãî ñïðÿ-
ìóâàííÿ (äèâ. çàâäàííÿ 4), íà ïîäіëüíіñòü, ó òðèãîíîìåòðії 
(êîëè òðåáà çíàéòè ñïіëüíі ðîçâ’ÿçêè äâîõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
ðіâíÿíü àáî âèëó÷èòè ñòîðîííіé ðîçâ’ÿçîê) òîùî. 

Приклад 8  Çíàéäіòü íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ïðè äіëåííі íà 3 
äàє îñòà÷ó 2, à ïðè äіëåííі íà 5 – îñòà÷ó 3. 

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî øóêàíå ÷èñëî ÿê à. Òîäі çà óìîâîþ:

a = 3x + 2 = 5y + 3,

äå x і y – ÷àñòêè âіä äіëåííÿ à íà 3 і 5 âіäïîâіäíî.
Ìàєìî ëіíіéíå äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ

3x – 5y = 1.

Âîíî ìàє ðîçâ’ÿçêè, áî ÷èñëà 3 і 5 – âçàєìíî ïðîñòі. 
Îêðåìèì ðîçâ’ÿçêîì öüîãî ðіâíÿííÿ є x = 2, y = 1. Òîäі 

çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàє âèãëÿä 

 äå ; .

Çà óìîâîþ øóêàíå ÷èñëî є íàòóðàëüíèì, òîäі t I 0. 
Âіäïîâіäü. , äå .

Приклад 9  Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

Розв’язання
Çàäàíå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå ñè ñòåìі

 

(*)

Øóêàíå x є ïåðåòèíîì ìíîæèí ðîçâ’ÿçêіâ ïåðøîãî і äðó-
ãîãî ðіâíÿíü ñè ñòåìè, òîáòî êîëè 

.
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Îñòàííє ðіâíÿííÿ є ëіíіéíèì äіîôàíòîâèì ðіâíÿííÿì, îä-
íèì ç éîãî ðîçâ’ÿçêіâ є . Òîäі çàãàëüíèì ðîç â’ÿç-
êîì öüîãî ðіâíÿííÿ áóäå ìíîæèíà ïàð

 äå .

Ïіäñòàâèìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ n ó âèðàç x(n) ñè ñòåìè (*). 
Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷і: . 

Çàóâàæèìî, ÿêùî ïіäñòàâèòè çíàéäåíå çíà÷åííÿ k ó äðóãå 
ñïіââіäíîøåííÿ ñè ñòåìè (*), òîáòî ó âèðàç x(k), òî îòðèìàєìî 
òîé ñàìèé ðîçâ’ÿçîê. Ïåðåâіðòå öå ñàìîñòіéíî.

Âіäïîâіäü. , äå .

Приклад 10*  Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ .

Розв’язання
Ëåãêî áà÷èòè, ùî çàäàíå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå óìîâі

 äå .

Ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷і áóäå ñóêóïíіñòü (**), çà óìîâè, ùî ç íåї 

âèëó÷åíî çíà÷åííÿ x, ùî çáіãàþòüñÿ çі çíà÷åííÿìè .

1) Çíàéäåìî çàáîðîíåíі çíà÷åííÿ k, òîáòî êîëè 

.

Îñòàííє ðіâíÿííÿ є ëіíіéíèì îäíîðіäíèì äіîôàíòîâèì ðіâ-
íÿííÿì. Òîäі іç ñóêóïíîñòі (**) òðåáà âèëó÷èòè âñі k = 2m, 

, òîáòî ïàðíі çíà÷åííÿ k. 
2) Çíàéäåìî çàáîðîíåíі çíà÷åííÿ t, òîáòî êîëè 

.

Îêðåìèìè ðîçâ’ÿçêàìè öèõ ðіâíÿíü áóäóòü âіäïîâіäíî:

  

(*)

(**)
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Ïîòðіáíî âèëó÷èòè âñі t = 1 + 2p,  і t = 1 + 2l, , 
òîáòî íåïàðíі çíà÷åííÿ t.

Ìàєìî, ùî ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷і áóäå ñóêóïíіñòü

 äå ,

òîáòî 

  .

Âіäïîâіäü. ; , äå .

НЕЛІНІЙНІ ДІОФАНТОВІ РІВНЯННЯ 
Ùå Äіîôàíò ïîðÿä ç ëіíіéíèìè ðіâíÿííÿìè (ðіâíÿííÿìè 

ïåðøîãî ñòåïåíÿ) ðîçãëÿäàâ êâàä ðàòíі é êóáі÷íі íåâèçíà÷åíі 
ðіâíÿííÿ. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ ðіâíÿíü âçàãàëі є äóæå ñêëàä-
íîþ çàäà÷åþ. 

Ï’єð Ôåðìà (1601–1665), âèäàòíèé þðèñò, ÿêîãî Ïàñêàëü ââà-
æàâ êðàùèì ìàòåìàòèêîì òîãî ÷àñó, íà ïîëÿõ êíèãè Äіî ôàíòà 
çàïèñàâ: «Íі êóá íà äâà êóáè, íі ÿêèé іíøèé ñòåïіíü, îêðіì 
êâàä ðàòà, íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó äâîõ òàêèõ ñàìèõ 
ñòåïåíіâ. ß çíàéøîâ ÷óäîâå äîâåäåííÿ òîãî. Ïðîòå øèðèíà 
ïîëÿ íå äîçâîëÿє òóò éîãî çäіéñíèòè». Äîâåäåííÿ öієї òåîðåìè, 
ÿêó íàçèâàþòü âåëèêîþ òåîðåìîþ Ôåðìà, øóêàþòü і íèíі. 

ВЕЛИКА ТЕОРЕМА ФЕРМА – 
УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ ПІФАГОРА

Óñіì âіäîìî, ÿêùî êàòåòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ìà-
þòü äîâæèíè x і y, à ãіïîòåíóçà – z, òî çà òåîðåìîþ Ïіôàãîðà 
âèêîíóєòüñÿ ðіâíіñòü

. (*)

Öå íåâèçíà÷åíå ðіâíÿííÿ ç òðüîìà íåâіäîìèìè. Îäèí ç 
ðîçâ’ÿçêіâ öüîãî ðіâíÿííÿ (3; 4; 5) âіäïîâіäàє äîâæèíàì ñòî-
ðіí єãèïåòñüêîãî òðèêóòíèêà, àáî òðèêóòíèêà Ïіôàãîðà.
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Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ðіâíÿííÿ (*) ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ 
ìàє âèãëÿä

,
,
,

äå a і b – äîâіëüíі íàòóðàëüíі ÷èñëà, çà óìîâè a < b.
Òå, ùî âêàçàíі ÷èñëà çàäîâîëüíÿþòü ðіâíÿííÿ (*), âèïëè-

âàє ç òîòîæíîñòі
 .

Íàïðèêëàä, äëÿ a ∈ {1; 2; 3} ìàєìî:

à = 1 à = 2 à = 3

b x y z b x y z b x y z

2 4 3 5 3 12 5 13 4 24 7 25

4 8 15 17 5 20 21 29 8 48 55 73

6 12 35 37 7 28 45 53 10 60 91 109

8 16 63 65 9 36 77 85 14 84 187 205

Âèíèêàє ïèòàííÿ, ÷è ìàþòü ðîçâ’ÿçêè àíàëîãі÷íі ðіâíÿí-
íÿ âèäó

 

...............
?

Ìàòåìàòèêè XVI–XVII ñò. íàìàãàëèñÿ ðîçâ’ÿçàòè öі ðіâ  íÿí-
íÿ â öіëèõ ÷èñëàõ, àëå íå ìàëè óñïіõó. Ï’єð Ôåðìà  äіé øîâ 
âèñíîâêó, ùî âêàçàíі ðіâíÿííÿ íå ìàþòü ðîçâ’ÿçêіâ íà ìíî-
æèíі íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äëÿ âñіõ n > 2. Çàãàëüíîãî äîâåäåí-
íÿ âåëèêîї òåîðåìè Ôåðìà íå іñíóє é äîíèíі.

Ë. Åéëåð (1707–1783) äîâіâ, ùî ðіâíÿííÿ x3 + y3 = z3 і 
x4 + y4 = z4 íå ìàþòü ðîçâ’ÿçêіâ ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ. 
À. Ëåæàíäð (1752–1883) і Ã.Ë. Äіðіõëå (1805–1859) äîâåëè 
àíàëîãі÷íå äëÿ ðіâíÿííÿ .

Ã. Ëàìå (1795–1870) çóìіâ äîâåñòè âåëèêó òåîðåìó Ôåðìà 
äëÿ âèïàäêó n = 7.

Íà ñüîãîäíі її äîâåëè äëÿ âñіõ ñòåïåíіâ, ìåíøèõ âіä 619, і 
êіëüêîõ áіëüøèõ çíà÷åíü ñòåïåíÿ.

Öÿ òåîðåìà íàáóëà øèðîêîї ïîïóëÿðíîñòі ó ìàòåìàòè÷íіé 
ëіòåðàòóðі, ñïðîáè її äîâåñòè ñïðèÿëè âіäêðèòòþ íîâèõ ìåòî-
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äіâ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷. Òîìó її íàçèâàþòü âåëèêîþ òåîðå-
ìîþ Ôåðìà. 

СПОСІБ РОЗКЛАДАННЯ НА МНОЖНИКИ. 
ТЕОРЕМА БЕЗУ 

Ñëіäîì çà âåëèêèìè ìàòåìàòèêàìè ñïðîáóєìî ðîçâ’ÿçàòè 
îêðåìі íåëіíіéíі íåâèçíà÷åíі ðіâíÿííÿ. Äåÿêі ç íèõ íåñêëàäíî 
ðîçâ’ÿçóþòüñÿ, íàïðèêëàä ñïîñîáîì ðîçêëàäàííÿ áàãàòî÷ëåíà 
íà ìíîæíèêè. Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ.

Приклад 11  Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè (x; y) ðіâíÿííÿ 
xy = x + y + 3.

Розв’язання
Ïåðåïèøåìî çàäàíå ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі 

(x – 1)(y – 1) = 4.
Ëіâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî ðіâíÿííÿ – äîáóòîê ÷èñåë (õ – 1) і 

(y – 1). Ïðàâó ÷àñòèíó ðіâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äîáóòîê 
÷èñåë: 1 і 4, àáî –1 і –4, àáî 2 і 2, àáî –2 і –2, àáî 4 і 1, àáî 
–4 і –1. Òîäі ïіñëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âіäïîâіäíèõ ñè ñòåì ëіíіéíèõ 
ðіâíÿíü îòðèìàєìî: x = 2 і y = 5, àáî x = 0 і y = –3, àáî x = 3 і 
y = 3, àáî x = –1 і y = –1, àáî x = 5 і y = 2, àáî x = –3 і y = 0.

Âіäïîâіäü. (2; 5), (0; –3), (3; 3), (–1; –1), (5; 2), (–3; 0).

Приклад 12  Çíàéäіòü óñі íàòóðàëüíі ÷èñëà x і y, òàêі, ùî 
4x2 – y2 = 28, òîáòî çíàéäіòü óñі ðîçâ’ÿçêè äàíîãî ðіâíÿííÿ â 
íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ.

Розв’язання
1) Ðîçêëàäåìî ëіâó ÷àñòèíó ðіâíÿííÿ íà ìíîæíèêè: 

4x2 – y2 = (2x – y)(2x + y). 
2) ×èñëî 2x – ïàðíå, òîäі, ÿêùî y – íåïàðíå, òî ÷èñëà 

(2x – y) і (2x + y) – íåïàðíі, і їõíіé äîáóòîê áóäå íåïàðíèì, 
÷îãî áóòè íå ìîæå (28 – ÷èñëî ïàðíå). Ìàєìî, ùî y – ÷èñëî 
ïàðíå.

3) Ðîçêëàäåìî ÷èñëî 28 íà ïàðíі ìíîæíèêè: 28 = 2 ⋅ 14. 
4) Âðàõóєìî, ùî x і y çà óìîâîþ – íàòóðàëüíі ÷èñëà. Òîäі 

(2x – y) < (2x + y). Ìàєìî (2x – y) = 2 і (2x + y) = 14. Çâіäñè 
x = 4, y = 6.

Âіäïîâіäü. x = 4, y = 6.

Приклад 13  Ç’ÿñóéòå, ÷è ìàє ðіâíÿííÿ x2 – xy – 2y2 = 12 
ðîçâ’ÿçêè â öіëèõ ÷èñëàõ.
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Розв’язання
1) Ðîçêëàäåìî ëіâó ÷àñòèíó äàíîãî ðіâíÿííÿ íà ìíîæíèêè: 

x2 – y2 – (xy + y2) = (x + y)(x – 2y) = (x + y)((x + y) – 3y).
2) ×èñëî 12 äіëèòüñÿ íà 3, òîäі îäèí ç ìíîæíèêіâ ëіâîї ÷àñ-

òèíè ðіâíÿííÿ äіëèòüñÿ íà 3. ßêùî öå ìíîæíèê (x + y), òî і 
äðóãèé ìíîæíèê ((x + y) – 3y) òåæ äіëèòüñÿ íà 3. І íàâïàêè, 
ÿêùî äðóãèé ìíîæíèê äіëèòüñÿ íà 3, òî і âèðàç (x + y) êðàò-
íèé ÷èñëó 3. Òîáòî ëіâà ÷àñòèíà ðіâíÿííÿ êðàòíà ÷èñëó 9. 

3) Ëіâà ÷àñòèíà ðіâíÿííÿ êðàòíà ÷èñëó 9, òîäі ÷èñëî 12 
òåæ êðàòíå ÷èñëó 9, ÷îãî áóòè íå ìîæå. Òîáòî íå іñíóє òàêèõ 
öіëèõ ÷èñåë x і y, äëÿ ÿêèõ x2 – xy – 2y2 äîðіâíþє 12.

Âіäïîâіäü. Íå іñíóє òàêèõ öіëèõ ÷èñåë x і y.

Приклад 14  Çíàéäіòü óñі òðèöèôðîâі ÷èñëà, êîæíå ç ÿêèõ 
äîðіâíþє äîáóòêó ÷èñåë, îäíå ç ÿêèõ çàïèñàíî äâîìà éîãî 
îñòàííіìè öèôðàìè, à äðóãå – éîãî îñòàííüîþ öèôðîþ.

Розв’язання
Çàïèøåìî øóêàíå ÷èñëî ÿê . Òîäі çà óìîâîþ 

100à + 10b + c = (10b + c)c.
Ìàєìî äіîôàíòîâå ðіâíÿííÿ, ðîçâ’ÿçêè ÿêîãî íàëåæàòü 

ìíîæèíі {0, 1, ..., 9}, äî òîãî  (ÿê ïåðøà öèôðà òðèöèô-
ðîâîãî ÷èñëà).

Çðîçóìіëî, ùî . Ïåðåïèøåìî ðіâíіñòü ó âèãëÿäі
100à = (10b + c)(c – 1).

Ëіâà ÷àñòèíà ðіâíîñòі äіëèòüñÿ íà 25, òîäі ïðàâà òåæ êðàò-
íà ÷èñëó 25. ßêùî (c – 1) äіëèòüñÿ íà 5, òî (10b + c) íå äі-
ëèòüñÿ íà 5. ×èñëî (c – 1) íå ìîæå áóòè êðàòíèì ÷èñëó 25 
(áî c – öèôðà). Òîäі (10b + c) e 25. 

Çâіäñè c = 5, b = 2 àáî b = 7 (òîáòî (10b + c) ). Äëÿ 
à ìàєìî âіäïîâіäíî çíà÷åííÿ 1 àáî 3. 

Âіäïîâіäü. 125; 375.

Приклад 15  Ñóìà äâîõ öіëèõ ÷èñåë äîðіâíþє 101, à ðіçíè-
öÿ їõíіõ êâàä ðàòіâ – ïðîñòå ÷èñëî. Çíàéäіòü öі ÷èñëà.
Розв’язання

Ïîçíà÷èìî øóêàíі ÷èñëà ÿê à і b. Òîäі çà óìîâîþ: à + b =
= 101, , äå p – ïðîñòå ÷èñëî. Ìàєìî:

.
Òîäі ïðîñòå ÷èñëî p êðàòíå ÷èñëó 101, ùî ìîæëèâî ëèøå ó 

âèïàäêó
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ð = 101, 
.

Ç îñòàííüîї ñè ñòåìè ìàєìî: à = 51; b = 50. 
Âіäïîâіäü. 51 і 50.

Приклад 16*  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 
x4 – 2y2 = 1. 

Розв’язання
Çàäàíå ðіâíÿííÿ ìіñòèòü íåâіäîìі ó ïàðíèõ ñòåïåíÿõ, òîáòî 

ÿêùî (x0; y0) є ðîçâ’ÿçêîì, òî і ïàðè ÷èñåë (–x0; y0), (x0; –y0), 
(–x0; –y0) òåæ є ðîçâ’ÿçêàìè çàäàíîãî ðіâíÿííÿ. Òîìó áóäåìî 
øóêàòè òіëüêè íåâіä’єìíі ðîçâ’ÿçêè.

×èñëî  ïàðíå, òîäі x – íåïàðíå, òîáòî . Ïіñëÿ 
ðîçêëàäàííÿ  íà ìíîæíèêè  ìàєìî:

.

Òîäі y – ïàðíå, , і ìàєìî ðіâíÿííÿ
.

×èñëà t, t + 1 – âçàєìíî ïðîñ òі (äèâ. âëàñòèâіñòü 11, § 1). 
Ëіâà ÷àñòèíà îñòàííüîї ðіâíîñòі – äîáóòîê òðüîõ âçàєìíî 

ïðîñòèõ ÷èñåë, à ïðàâà – ïîâíèé êâàä ðàò. Çà òâåðäæåííÿì 14 
(äèâ. § 1), êîæíèé ç ìíîæíèêіâ ëіâîї ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ – 
ïîâ íèé êâàä ðàò. Òîáòî , , äå α I 0 і β I 0 є öі-
ëèìè ÷èñëàìè. Òîäі ç óìîâè

ìàєìî: 
, ; , 

Çâіäñè  і , .
Âіäïîâіäü.  

Âè âæå çðîçóìіëè, ùî íàéïîïóëÿðíіøèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ íåëіíіéíèõ äіîôàíòîâèõ ðіâíÿíü є ðîçêëàäàííÿ íà 
ìíîæíèêè. Äëÿ ðîçêëàäó áàãàòî÷ëåíà íà ìíîæíèêè ìîæíà 
çàñòîñîâóâàòè âñі âіäîìі ñïîñîáè (âèíåñåííÿ ñïіëüíîãî ìíîæ-
íèêà, ãðóïóâàííÿ, âèäіëåííÿ ïîâíîãî êâàä ðàòà, ôîðìóëè 
ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ òîùî) é çàñòîñîâóâàòè їõ ó ðіçíèõ ïî-
ñëіäîâíîñòÿõ. 

Ìîæå ñòàòè â íàãîäі é òåîðåìà Áåçó. Ïåðø íіæ äîâåñòè 
òåîðåìó Áåçó, ðîçãëÿíåìî äіëåííÿ áàãàòî÷ëåíà íà áàãàòî÷ëåí. 
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Приклад 17  Âèêîíàéòå äіëåííÿ íà  áàãàòî÷ëåíà P3 =
= x3 – 2x2 – x + 1.

Розв’язання

Îòæå,  = ( )( ) – 1.
Âіäïîâіäü.  = ( )( ) – 1.

Приклад 18  Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a і b áàãàòî÷ëåí P4 = x4 +
+ x3 + ax + 4x + b + 2à äіëèòüñÿ áåç îñòà÷і íà òðè÷ëåí Q2 =
= x2 + 2x + 2?

Розв’язання
Âèêîíàєìî äіëåííÿ:

Îñòà÷à (6 + à)õ + (b + 2à) äîðіâíþє íóëþ ïðè äîâіëüíèõ çíà-
÷åííÿõ õ çà óìîâè (à + 6) = 0 і (b + 2à) = 0. Òîäі à = –6, b = 12.

Âіäïîâіäü. à = –6, b = 12.

Òåîðåìà  Áåçó. Îñòà÷à âіä äіëåííÿ ïîëіíîìà  íà äâî-
÷ëåí  äîðіâíþє çíà÷åííþ öüîãî ïîëіíîìà ïðè , òîáòî 

.
Äîâåäåííÿ
Íåõàé ïðè äіëåííі ïîëіíîìà  íà äâî÷ëåí  îòðè-

ìàєìî îñòà÷ó R. Òîáòî . Òîäі ïðè  
îòðèìàєìî . 

Ù. â. ä.
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Íàñë іäîê. ßêùî ðіâíÿííÿ  0 

ìàє ðàöіîíàëüíèé êîðіíü , òî ð є äіëüíèêîì ÷èñëà à0, à q – 

äіëüíèêîì ÷èñëà àn. Çîêðåìà, éîãî öіëèì êîðåíåì ìîæå áóòè 
ëèøå äіëüíèê ÷èñëà à0.

Приклад 19  Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ 
x3 + x2 – 8x – 6 = 0.

Розв’язання
Öіëі êîðåíі äàíîãî ðіâíÿííÿ є ìíîæíèêàìè ÷èñëà 6, òîá-

òî íèìè ìîæóòü áóòè ëèøå ÷èñëà . Ïåðåâіðêîþ 
ïåðåêîíàєìîñÿ, ùî x = –3 є ðîçâ’ÿçêîì. Äіëåííÿì ìíîãî÷ëå-
íà  íà õ + 3 îòðèìàєìî ÷àñòêó . Òîäі 
äàíå ðіâíÿííÿ ðіâíîñèëüíå 

(õ + 3)( ) = 0 
.

Äðóãå ðіâíÿííÿ ñóêóïíîñòі íå ìàє öіëèõ êîðåíіâ.
Âіäïîâіäü. –3.

Приклад 20  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 
x3 – 2x2 – x + (x2 – x – 2)(y + 1) = 2.

Розв’язання
Âèêîíàєìî äіëåííÿ òðè÷ëåíà x3 – 2x2 – x íà x2 – x – 2. 

Ìàєìî ó ÷àñòöі x – 1 і â îñòà÷і –2. Òîáòî 
x3 – 2x2 – x = (x – 1)(x2 – x – 2) – 2. 

Òîäі çàäàíå ðіâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі
(x2 – x – 2)(x + y) = 4.

Ëіâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî ðіâíÿííÿ – äîáóòîê öіëèõ ÷èñåë 
(x2 – x – 2) і (õ + y). Ïðàâó ÷àñòèíó ðіâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâè-
òè ÿê äîáóòîê ÷èñåë: 1 і 4, àáî 4 і 1, àáî –1 і –4, àáî –4 і –1, àáî 
2 і 2, àáî –2 і –2. Òîäі ïіñëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âіäïîâіäíèõ ñè ñòåì 
ëіíіéíèõ ðіâíÿíü, îòðèìàєìî: (3; –2), (–2; 3), (0; –2), (1; –3).

Âіäïîâіäü. (3; –2), (–2; 3), (0; –2), (1; –3).

ПАРНІСТЬ І ПОДІЛЬНІСТЬ 
ПРИХОДЯТЬ НА ДОПОМОГУ 

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåëіíіéíèõ äіîôàíòîâèõ 
ðіâíÿíü ñïîñîáàìè, âіäìіííèìè âіä ðîçêëàäàííÿ íà ìíîæíèêè.
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Приклад 21  ×è ìîæíà ðîçìіíÿòè 100 ãðí., ÿêùî є êóïþðè 
íîìіíàëîì 1 ãðí., 3 ãðí. і 5 ãðí., òàê, ùîá ó ðîçìіíі áóëî âè-
êîðèñòàíî ðіâíî 13 êóïþð?

Розв’язання
Íåõàé ó ðîçìіíі áåðóòü ó÷àñòü x êóïþð íîìіíàëîì 1 ãðí., 

y – 3 ãðí., z – 5 ãðí. Òîäі 
(x + y + z) = 13, (x + 3y + 5z) = 100. 

Ìàєìî: (x + y + z) + (2y + 4z) = 100, äå ÷èñëî (x + y + z) 
íåïàðíå, à (2y + 4z) і 100 – ïàðíі. 

Âіäïîâіäü. Íі. 

Приклад 22*  Çíàéäіòü óñі öіëі ÷èñëà m і n, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü ðіâíÿííÿ .

Розв’язання
Ç óìîâè ìàєìî, ùî ÷èñëî n íå êðàòíå ÷èñëó 3. Òîäі ìîæ-

ëèâі äâà âèïàäêè: n = 3k + 2 àáî n = 3k + 1. 
1) ßêùî n = 3k + 2, ìàєìî:

  
.

Ìíîæíèêè ïðàâîї ÷àñòèíè îñòàííüîãî ðіâíÿííÿ є ñòåïåíÿ-
ìè äâіéêè. Òîäі k ∈ {0; 1} (áî ïðè k I 2 ìàєìî 4(k + 1) >
> 3k + 1 > 2(k + 1) і k + 1 òà 3k + 1 íå ìîæóòü îäíî÷àñíî 
áóòè ñòåïåíÿìè äâіéêè). 

Òîäі n = 2 і m = 0, àáî n = 5 і m = 3.
2) ßêùî n = 3k + 1, ìàєìî:

    .
Âðàõîâóþ÷è, ùî ìíîæíèêè äîáóòêó ó ïðàâіé ÷àñòèíі 

îñòàííüîãî ðіâíÿííÿ є ñòåïåíÿìè äâіéêè, îòðèìàєìî: k = 2.
Òîäі n = 7 і m = 4.
Âіäïîâіäü. n = 2 і m = 0, àáî n = 5 і m = 3, àáî n = 7 і m = 4.

Приклад 23*  Äîâåäіòü, ùî ðіâíÿííÿ  íå ìàє 
ðîçâ’ÿçêіâ ó öіëèõ ÷èñëàõ. 

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç n! = n(n – 1)(n – 2)...1 íàçèâàþòü 
ôàêòîðіàëîì. Çà îçíà÷åííÿì 0! = 1. (Áіëüø äåòàëüíî ç ïîíÿò-
òÿì ôàêòîðіàëà âè îçíàéîìèòåñÿ â íàñòóïíîìó ïàðàãðàôі.) 

Розв’язання
Ïðàâà ÷àñòèíà äàíîãî ðіâíÿííÿ íåïàðíà, îòæå, é ëіâà òåæ 

ïîâèííà áóòè íåïàðíèì ÷èñëîì. Òîìó îäíå іç ÷èñåë x, y ìåí-
øå âіä 2. Íåõàé (äëÿ âèçíà÷åíîñòі) õ! = 1. Òîäі y! = 10z + 8. 
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Ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî ðіâíÿííÿ íå äіëèòüñÿ íà 5, îòæå, 
y < 5.

Ïåðåâіðêîþ ïåðåêîíóєìîñÿ, ùî æîäíå çíà÷åííÿ y ∈ {0; 1; 
2; 3; 4} íå çàäîâîëüíÿє ðіâíÿííÿ.

Îòæå, çàäà÷à íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ ó öіëèõ ÷èñëàõ.
Ù. â. ä.

Приклад 24*  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 
x2 + 2y2 = z2.

Розв’язання
1) Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê z = 0. Ìàєìî ðîçâ’ÿçîê {0; 0; 0}. 
2) Ó âèïàäêó z ≠ 0 ðîçäіëèìî çàäàíå ðіâíÿííÿ íà z і ïî-

çíà÷èìî , . Òîäі ìàєìî ðіâíÿííÿ 

, (**)

äå t і u – ðàöіîíàëüíі ÷èñëà. 
ßêùî (t; u) і (t0; u0) – äâà éîãî ðàöіîíàëüíèõ ðîçâ’ÿçêè, òî 

áóäå ðàöіîíàëüíèì ÷èñëîì і âіäíîøåííÿ , äå m 

і n – öіëі ÷èñëà.
Î÷åâèäíèì ðîçâ’ÿçêîì ðіâíÿííÿ (**) áóäå t0 = 1, u0 = 0. 

Òîäі  і ç ñè ñòåìè 

ìàєìî ðіâíÿííÿ âіäíîñíî u
 .

Çâіäñè ðîçâ’ÿçêîì ñè ñòåìè áóäå ñóêóïíіñòü: t = 1, u = 0 

àáî . 

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ ñóêóïíіñòü ðіâíîñèëüíà ìíîæèíі 

, äå k – äîâіëüíå ðàöіîíàëüíå ÷èñëî. Ïіñ-

ëÿ ïіäñòàíîâêè  îòðèìàєìî:

. 
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Çâіäñè ìàєìî ðîçâ’ÿçêè çàäàíîãî ðіâíÿííÿ: (2mn; 3m2 +
+ 2n2; m2 + 2n2), àáî (–2mn; –(3m2 + 2n2); –(m2 + 2n2)), äå m 
і n äîâіëüíі öіëі ÷èñëà çà óìîâè ; àáî (0; 0; 0).

Âіäïîâіäü. (2mn; 3m2 + 2n2; m2 + 2n2), (–2mn; –(3m2 + 2n2); 
–(m2 + 2n2)), äå . 

ЗАВДАННЯ 4
1. Äâîöèôðîâå ÷èñëî ó 6 ðàçіâ áіëüøå çà ñóìó éîãî öèôð. 

Çíàé äіòü öå ÷èñëî.
2. ×è ìîæíà ç 20 ìîíåò íîìіíàëîì 5, 20 і 50 êîï. ñêëàñòè 

ñóìó 5 ãðí.? 
3. Êóïëåíî àïåëüñèíè òà ÿáëóêà íà çàãàëüíó ñóìó 53 ãðí. 

Ñêіëüêè áóëî êóïëåíî àïåëüñèíіâ і ñêіëüêè ÿáëóê, ÿêùî 
îäèí àïåëüñèí êîøòóє 7 ãðí., à ÿáëóêî – 4 ãðí.? 

4. ×è ìîæíà êóïþðó 5 òóãðèêіâ ðîçìіíÿòè ìîíåòàìè ïî 
5 êîï., 50 êîï. òà 2 òóãðèêè òàê, ùîá çàãàëüíà êіëüêіñòü 
ìîíåò äîðіâíþâàëà 20? (1 òóãðèê = 100 êîï.)

5. Çàïèøіòü ó çàãàëüíîìó âèãëÿäі êîîðäèíàòè öіëèõ òî÷îê 
ïðÿìîї 252x – 84y = 0. 

6. Ñêіëüêè öіëèõ òî÷îê (òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ є öіëèìè 
÷èñëàìè) ìіñòèòü âіäðіçîê, ùî ñïîëó÷àє òî÷êè: 

 à) (0; 0) і (3; 2); á) (0; 0) і (–56; 72)? 
7. Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ: 
 à) 3x + 8y = 2; á) 5y + 8x = 49; â) –42y + 54x + 18 = 0; 

ã) 24x – 48y = 36.
8. Çíàéäіòü ìíîæèíó âñіõ öіëèõ ÷èñåë, êîæíå ç ÿêèõ ïðè äі-

ëåííі íà 4 äàє â îñòà÷і 1, à ïðè äіëåííі íà 6 äàє â îñòà÷і 3. 
9. Ó êіìíàòі ñòîÿòü òàáóðåòè і ñòіëüöі. Êîæåí òàáóðåò ìàє 

3 íіæêè, à ñòіëåöü – 4. ßêùî íà âñіõ òàáóðåòàõ і ñòіëü-
öÿõ ñèäÿòü ëþäè, â êіìíàòі 39 íіã. Ñêіëüêè â êіìíàòі òà-
áóðåòіâ і ñêіëüêè ñòіëüöіâ?

10. Ôàáðèêà âèïóñòèëà òîâàð ó ïà÷êàõ âàãîþ ïî 3 êã і ïî 
5 êã. Äîâåäіòü, ùî іç öèõ ïà÷îê ìîæíà ñêëàñòè áóäü-ÿêó 
âàãó, áіëüøó çà 7 êã. 

11. Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ:
 à) ;  á) ;
 â) ;  ã) . 
12. Çíàéäіòü óñі öіëі ÷èñëà x і y, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:
 à) ; á) . 
13. Ñêіëüêè öіëèõ òî÷îê (òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ є öіëèìè 

÷èñëàìè) ìіñòÿòüñÿ íà âіäðіçêó, ùî ñïîëó÷àє òî÷êè:
 à) (20; 0) і (0; 28); á) (20; 20) і (–36; 92)?

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   58Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   58 12.11.2013   16:16:4112.11.2013   16:16:41



59

14*. Îäèí ìàéñòåð ó ðåéöі çàâäîâæêè 3 ì ñâåðäëèòü îòâî-
ðè íà âіäñòàíі 20 ñì îäèí âіä îäíîãî; ïîòіì äðóãèé ìàé-
ñòåð ó òіé ñàìіé ðåéöі ñâåðäëèòü îòâîðè íà âіäñòàíі 12 ñì 
îäèí âіä îäíîãî. 

 à) Ñêіëüêè âñüîãî îòâîðіâ âîíè çðîáëÿòü ó öіé ðåéöі? 
 á) ßêà íàéìåíøà âіäñòàíü ìіæ îòâîðàìè?
15*. Íà ìåáëåâіé ôàáðèöі âèãîòîâëÿþòü òàáóðåòè іç ÷îòèðìà 

і òðüîìà íіæêàìè. Íà ñêëàäі є 786 484 íіæêè. Ïðè âèãî-
òîâëåííі ïðîäóêöії òðåáà âèêîðèñòàòè âñі íіæêè. 

 à) ×è ìîæíà âèãîòîâèòè îäíàêîâó êіëüêіñòü òàáóðåòіâ 
îáîõ âèäіâ?

 á) Íà ÿêó ìіíіìàëüíó êіëüêіñòü ìîæíà âèãîòîâèòè òàáó-
ðåòіâ іç ÷îòèðìà íіæêàìè áіëüøå, íіæ ç òðüîìà?

 â) Íà ÿêó ìіíіìàëüíó êіëüêіñòü ìîæíà âèãîòîâèòè òàáó-
ðåòіâ іç ÷îòèðìà íіæêàìè ìåíøå, íіæ ç òðüîìà?

 ã) ßêó ìàêñèìàëüíó êіëüêіñòü òàáóðåòіâ ìîæíà âèãîòîâèòè?
 ä) ßêó ìіíіìàëüíó êіëüêіñòü òàáóðåòіâ ìîæíà âèãîòîâèòè?
 å) Âіäîìî, ùî öіíà îäíієї íіæêè áіëüøà çà 50 êîï., àëå 

ìåíøà âіä 80 êîï., à öіíà âñіõ íіæîê – öіëà êіëüêіñòü 
ãðèâåíü. Ñêіëüêè êîøòóþòü óñі 786 484 íіæêè?

16*. Є êîíòåéíåðè âàãîþ ïî 130 êã і ïî 160 êã. Òðåáà çàâàí-
òàæèòè íèìè 3-òîííó âàíòàæіâêó. ßê öå ìîæíà çðîáèòè? 
(Óêàæіòü óñі ìîæëèâîñòі.) 

17. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à і b áàãàòî÷ëåí:
 à)  äіëèòüñÿ áåç îñòà÷і íà ;
 á)  äіëèòüñÿ áåç îñòà÷і íà ?
18. Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ:
 à) ; á) .
19*. Çíàéäіòü óñі öіëі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ:
 à) ;
 á) .
20*. Äîâåäіòü, ùî ðіâíÿííÿ íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ ó öіëèõ ÷èñëàõ:
 à) ;  á) .
21*. Ç’ÿñóéòå, ÷è ìàє ðіâíÿííÿ ðîçâ’ÿçêè â öіëèõ ÷èñëàõ: 
 à) x2 – 7y = 10;  á) y3 + x2y – 2x3 = 18.
22*. Çíàéäіòü óñі öіëі ÷èñëà m і n, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðіâíÿí-

íÿ .
23*. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
 à) ;  á) ;
 â) ;  ã) ;

 ä) ;   å) .
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24*. Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ:
 à) ;   
 á) ; 
 â) .
25*. Ðîçâ’ÿæіòü ó ïðîñòèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ .
26*. Ðîçâ’ÿæіòü ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ:
 à) ; á) .

27*. Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ñè ñòåìó ðіâíÿíü 

28*. Ðîçâ’ÿæіòü ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ñè ñòåìó ðіâíÿíü 

29*. Äëÿ äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n çíàéäіòü óñі äî-
äàòíі öіëі ÷èñëà x і y, ÿêі çàäîâîëüíÿþòü ðіâíÿííÿ 

. , , äå k – äіëüíèêè n2.

30*. Ðîçâ’ÿæіòü ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ .

§ 5. Арифметика цифр у комбінаторних 
задачах

Ó öüîìó ïàðàãðàôі áóäåìî îáãîâîðþâàòè ïèòàííÿ: Ñêіëüêè 
іñíóє ... ÷èñåë, òàêèõ ùî ...?; Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ...?

Ãîëîâíå ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі òàêèõ çàäà÷ – íå ïîìèëÿòèñÿ, 
êîëè ó ïіäðàõóíêó âàðіàíòіâ ñëіä ìíîæèòè, à êîëè äîäàâàòè.

ПРАВИЛО МНОЖЕННЯ
• ßêùî îá’єêò à1 ìîæíà îáðàòè n1 ðіçíèìè ñïîñîáàìè і 

ïіñëÿ êîæíîãî âèáîðó à1 îá’єêò à2 ìîæíà îáðàòè n2 ñïîñîáà-
ìè, òî êіëüêіñòü ñïîñîáіâ, ÿêèìè ìîæíà îáðàòè à1 і à2 , äî-
ðіâíþє äîáóòêó .

ПРАВИЛО ДОДАВАННЯ
• ßêùî îá’єêò à ìîæíà îáðàòè n ðіçíèìè ñïîñîáàìè, à 

îá’єêò b ìîæíà îáðàòè m ñïîñîáàìè, ïðè÷îìó à і b íіêîëè 
íå çáіãàþòüñÿ, òî êіëüêіñòü ñïîñîáіâ, ÿêèìè ìîæíà îáðàòè 
àáî à, àáî b , äîðіâíþє ñóìі n + m .

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   60Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   60 12.11.2013   16:16:4112.11.2013   16:16:41



61

Ðîçãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ.

Приклад 1  Ñêіëüêè іñíóє íàòóðàëüíèõ ÷èñåë іç êіëüêіñòþ 
öèôð íå áіëüøîþ çà 3, ÿêі ïðè äіëåííі íà 3 äàþòü â îñòà÷і 2?

Розв’язання
Øóêàíі ÷èñëà à ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі à = 3n + 2, 

äå , a J 99. Òîäі ÷èñëà b = a – 2 = 3n, , b J 97 
ñêëàäàþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñіþ ç ïåðøèì ÷ëåíîì b1 = 3 і 
îñòàííіì bn = 96.

Ç óìîâè 96 = 3 + 3(n – 1) çíàõîäèìî, ùî n = 32.
Âіäïîâіäü. 32.

Приклад 2  Ñêіëüêè іñíóє äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó 
ÿêèõ öèôðà 2 çóñòðі÷àєòüñÿ ðіâíî îäèí ðàç?

Розв’язання
Ó êîæíîìó äåñÿòêó, îêðіì äðóãîãî, ìàєìî ïî îäíîìó òàêî-

ìó ÷èñëó – 9 ÷èñåë. Ó äðóãîìó äåñÿòêó òàêèõ ÷èñåë 10 – 1 =
= 9 (áî â îäíîìó ÷èñëі äâіéêà çóñòðі÷àєòüñÿ äâі÷і). 

Çàãàëîì ìàєìî 9 + 9 = 18 ÷èñåë.
Âіäïîâіäü. 18.

Приклад 3  Íàçâåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî «öіêàâèì», ÿêùî ó 
éîãî çàïèñó âèêîðèñòàíî ëèøå íåïàðíі öèôðè. Ñêіëüêè іñíóє 
÷îòèðèöèôðîâèõ «öіêàâèõ» ÷èñåë?

Розв’язання
Íåïàðíèõ öèôð ìàєìî ï’ÿòü – ïåðøó öèôðó çàïèñóєìî 

ï’ÿòüìà ñïîñîáàìè. Äðóãó íåïàðíó öèôðó ìîæíà äîïèñàòè 
çíîâó-òàêè ï’ÿòüìà ñïîñîáàìè і ò. ä. Òîäі «öіêàâèõ» ÷îòèðè-
öèôðîâèõ ÷èñåë áóäå .

Âіäïîâіäü. 625. 

Приклад 4  Ñêіëüêè іñíóє òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó 
ÿêèõ öèôðè 1, 2, 3 çóñòðі÷àþòüñÿ ðіâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Розв’язання
Íà ïåðøå ìіñöå ìîæíà ïîñòàâèòè äîâіëüíó ç äàíèõ öèôð 

(òðè ìîæëèâîñòі), íà äðóãå – äîâіëüíó ç äâîõ іíøèõ (äâі 
ìîæëèâîñòі), à íà òðåòє – öèôðó, ùî çàëèøèëàñÿ (îäíà ìîæ-
ëèâіñòü). Òàêèì ÷èíîì, çàãàëîì ìàєìî  ÷èñåë. 

Âіäïîâіäü. 6.
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Приклад 5  Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîñòàâèòè íà øà-
õîâó äîøêó áіëó òà ÷îðíó òóðè òàê, ùîá âîíè íå «áèëè» îäíà 
îäíó?

Розв’язання
Áіëó òóðó ìîæíà ïîñòàâèòè íà äîâіëüíó іç 64 êëіòèíîê 

øàõîâîї äîøêè. Íåçàëåæíî âіä ìіñöÿ ðîçìіùåííÿ âîíà áóäå 
«áèòè» 7 + 7 + 1 = 15 êëіòèíîê (ðàçîì ç òієþ, íà ÿêіé ñòî-
їòü). 

Çàëèøèëîñÿ 64 – 15 = 49 êëіòèíîê, íà ÿêèõ ìîæíà ðîçìі-
ùàòè ÷îðíó òóðó. 

Çàãàëîì ìàєìî 
 ñïîñîáіâ ðîçìіùåííÿ.

Âіäïîâіäü. 3136.

Приклад 6  Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîñòàâèòè íà 
øàõîâó äîøêó áіëîãî òà ÷îðíîãî êîðîëіâ òàê, ùîá âîíè íå 
«áèëè» îäèí îäíîãî?

Розв’язання
Áіëîãî êîðîëÿ ìîæíà ïîñòàâèòè íà äîâіëüíó іç 64 êëіòè-

íîê øàõîâîї äîøêè. Ïðîòå êіëüêіñòü êëіòèíîê, ÿêó âіí áóäå 
«áèòè», çàëåæèòü âіä éîãî ðîçìіùåííÿ íà ïîëі. Òîìó òðåáà 
ðîçãëÿíóòè òðè ìîæëèâèõ âàðіàíòè.

1) ßêùî áіëèé êîðîëü ñòîїòü â êóòêó (êóòîâèõ êëіòèíîê 
ìàєìî 4), òî âіí «á’є» 4 êëіòèíêè (ðàçîì ç òієþ, íà ÿêіé ñòî-
їòü). Òîäі äëÿ ÷îðíîãî êîðîëÿ çàëèøàєòüñÿ 64 – 4 = 60 êëіòè-
íîê. Óñüîãî òàêèõ âàðіàíòіâ ìàєìî .

2) ßêùî áіëèé êîðîëü ñòîїòü íà êðàþ äîøêè, àëå íå â êóò-
êó (òàêèõ êëіòèíîê ìàєìî (8 – 2) ⋅ 4 = 24), òî âіí «á’є» 6 êëі-
òèíîê (ðàçîì ç òієþ, íà ÿêіé ñòîїòü). Òîäі äëÿ ÷îðíîãî êîðîëÿ 
çàëèøàєòüñÿ 64 – 6 = 58 êëіòèíîê. Óñüîãî òàêèõ âàðіàíòіâ 
ìàєìî .

3) ßêùî áіëèé êîðîëü ñòîїòü íå íà êðàþ äîøêè (òàêèõ 
êëіòèíîê ìàєìî 64 – 7 ⋅ 4 = 36), òî âіí «á’є» 9 êëіòèíîê (ðà-
çîì ç òієþ, íà ÿêіé ñòîїòü). Òîäі äëÿ ÷îðíîãî êîðîëÿ çàëè-
øàєòüñÿ 64 – 9 = 55 êëіòèíîê. Óñüîãî òàêèõ âàðіàíòіâ ìàєìî 

.
Çàãàëîì ìàєìî ñïîñîáіâ ðîçìіùåííÿ äàíèõ ôіãóð:

 +  +  = 3612.

Âіäïîâіäü. 3612.
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ПЕРЕСТАНОВКИ
Çàóâàæèìî, ùî ñàìå ó ïіäðàõóíêó âàðіàíòіâ, ïîâ’ÿçàíèõ іç 

ïåðåñòàíîâêîþ åëåìåíòіâ, ìàєìî äîáóòîê. 
Äîáóòîê  íàçèâàþòü n-ôàêòîðіàëîì і 

ïîçíà÷àþòü ÿê n!. Öå ïîíÿòòÿ äóæå âàæëèâå ó ðîçâ’ÿçóâàííі 
êîìáіíàòîðíèõ çàäà÷. 

Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ n! äëÿ êіëüêîõ ïåðøèõ çíà÷åíü n. 
1! = 1;
2! = ;
3! = ;
4! = ;
5! = ;
..........................
Äëÿ çðó÷íîñòі çàïèñó äåÿêèõ êîìáіíàòîðíèõ òîòîæíîñòåé 

(ÿêі âè áóäåòå âèâ÷àòè â ñòàðøèõ êëàñàõ) ââàæàþòü (çà îçíà-
÷åííÿì), ùî 0! = 1.

Çðîçóìіëî, ùî 
, 

,

ÿêùî m < n.
Ëåãêî äîâåñòè ìіðêóâàííÿìè, àíàëîãі÷íèìè äî ðîçâ’ÿçó-

âàí íÿ ïðèêëàäó 4, òàêå çàãàëüíå òâåðäæåííÿ. 
 • ×èñëî ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê Ðn ó ãðóïі ç n åëåìåíòіâ 

äîðіâíþє n!.

Приклад 7  Îá÷èñëіòü êіëüêіñòü «öіêàâèõ» ï’ÿòèöèôðîâèõ 
öèôð (äèâ. ïðèêëàä 3), óñі öèôðè ÿêèõ ðіçíі.
Розв’язання

Óñüîãî ìàєìî ï’ÿòü íåïàðíèõ öèôð. Íà ïåðøå ìіñöå öèô-
ðó çàïèñóєìî ï’ÿòüìà ñïîñîáàìè, íà äðóãå – ÷îòèðìà, íà òðå-
òє – òðüîìà, íà ÷åòâåðòå – äâîìà, íà ï’ÿòå – îäíèì. Ìàєìî 
çàãàëîì P5 = 5! = 120 øóêàíèõ ÷èñåë.

Âіäïîâіäü. 120.
Çàóâàæåííÿ. Êîðèñòóþ÷èñü ïîíÿòòÿì ïåðåñòàíîâêè, 

ìîæíà áóëî âіäðàçó çàïèñàòè âіäïîâіäü äî îñòàííüîãî ïðè-
êëàäó, ÿê êіëüêіñòü ïåðåñòàíîâîê ï’ÿòè öèôð: Ð5 = 5!.

Приклад 8  Ñêіëüêè ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà óòâîðèòè 
іç öèôð 2, 3, 4, 5, 6 (áåç ïîâòîðåííÿ), â ÿêèõ íåïàðíі öèôðè 
ñòîÿòü ïîðÿä?
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Розв’язання
Óìîâíî îá’єäíàєìî öèôðè 3 і 5. Òîäі ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷è-

ñåë, ùî óòâîðåíî ç äàíèõ çà óìîâîþ öèôð і ÿêі ìіñòÿòü ïàðó 
(3; 5), ìàєìî P4. 

Âðàõóєìî, ùî çà óìîâîþ öèôðè 3 і 5 ìîæíà ìіíÿòè ìіæ 
ñîáîþ ìіñöÿìè. Öå ìîæíà çäіéñíèòè P2 ñïîñîáàìè. 

Îòæå, çàãàëîì ìàєìî  øóêàíèõ ÷èñåë.
Âіäïîâіäü. 48. 

Âóçëèê  íà  ç ã àäêó. 
 • Êіëüêіñòü ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòіâ, çà óìîâè, ùî 

äâà ïåâíèõ åëåìåíòè à і b ñòîÿòü ïîðÿä, äîðіâíþє 
.

РОЗМІЩЕННЯ
Ðîçãëÿíåìî, ÿê çìіíèòüñÿ ðîçâ’ÿçîê ó ïðèêëàäі 7, ÿêùî 

ðîçðÿäіâ ÷èñëà áóäå ìåíøå íіæ ï’ÿòü.

Приклад 9  Îá÷èñëіòü êіëüêіñòü «öіêàâèõ» òðèöèôðîâèõ 
÷èñåë (äèâ. ïðèêëàä 3), óñі öèôðè ÿêèõ ðіçíі.

Розв’язання
Óñüîãî ìàєìî ï’ÿòü íåïàðíèõ öèôð. Íà ïåðøå ìіñöå öèô-

ðó çàïèñóєìî ï’ÿòüìà ñïîñîáàìè, íà äðóãå – ÷îòèðìà, íà òðå-
òє – òðüîìà. Òîáòî ìàєìî çàãàëîì 5 ⋅ 4 ⋅ 3 = 60 øóêàíèõ ÷è-
ñåë.

Âіäïîâіäü. 60.
Çàóâàæåííÿ. Â îñòàííüîìó ïðèêëàäі ìè ðàõóâàëè, 

ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè òðè åëåìåíòè ç ï’ÿòè, 
êàæóòü êіëüêіñòü ðîçìіùåíü ç ï’ÿòè åëåìåíòіâ ïî òðè, à âіä-

ïîâіäü äî öієї çàäà÷і ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі . 

Ìіðêóâàííÿìè, àíàëîãі÷íèìè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ öüîãî ïðè-
êëàäó, ëåãêî äîâåñòè òàêå çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.
 • Êіëüêіñòü  ðîçìіùåíü ç n åëåìåíòіâ ïî m äîðіâíþє 

.

Çâåðíіòü óâàãó, ùî ó ïðèêëàäàõ 7–8 ïåðåñòàíîâêà öèôð 
ïðèâîäèëà äî ðіçíèõ ÷èñåë. Ïðîòå ÷àñòî ìàєìî òàêі ñèòóàöії, 
êîëè íàì ïîòðіáíî îáðàòè êіëüêà åëåìåíòіâ ç ïåâíîї ãðóïè і 
íåâàæëèâî, ó ÿêîìó ñàìå ïîðÿäêó їõ áóäå ðîçìіùåíî. 
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Приклад 10  Іç 30 äіâ÷àò ïàðàëåëі äåñÿòèõ êëàñіâ òðåáà îá-
ðàòè ÷îòèðüîõ äëÿ ó÷àñòі â êîíêóðñі «Ìіñ øêîëè». Ñêіëüêî-
ìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?

Розв’язання
Âèáіð ïåðøîї ó÷àñíèöі ìîæíà çäіéñíèòè 30 ñïîñîáàìè, 

äðóãîї – 29 ñïîñîáàìè, òðåòüîї – 28, ÷åòâåðòîї 27. Òîäі ìàєìî 
 ñïîñîáіâ. Êîðèñòóþ÷èñü ïîíÿòòÿì ðîçìіùåííÿ, 

öå ñàìå ÷èñëî ìîæíà áóëî çàïèñàòè ÿê

 .

Ìè ïîâèííі âðàõóâàòè, ùî â ãðóïі іç ÷îòèðüîõ äіâ÷àò íå-
âàæëèâî, êîãî ç íèõ îáðàëè ïåðøîþ, êîãî äðóãîþ і ò. ä. Íàñ 
öіêàâèòü ëèøå ñêëàä êîìàíäè. Òîäі îòðèìàíå ÷èñëî ñïîñîáіâ 
òðåáà ïîäіëèòè íà êіëüêіñòü ïåðåñòàíîâîê P4 = 4!. Ìàєìî:

.

Âіäïîâіäü. .

КОМБІНАЦІЇ (СПОЛУЧЕННЯ)
Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàòîì îñòàííüîãî ïðèêëàäó є êіëü-

êіñòü ñïîñîáіâ, ÿêèìè ç 30 åëåìåíòіâ ìîæíà îáðàòè 4, äî òîãî 
ïîðÿäîê, ó ÿêîìó îáðàíî ïåâíó ÷åòâіðêó, íàñ íå öіêàâèòü. 
Òàêó âåëè÷èíó íàçèâàþòü êîìáіíàöієþ (ñïîëó÷åííÿì) ç 30 
åëåìåíòіâ ïî ÷îòèðè і çàïèñóþòü ÿê .

Àíàëîãі÷íî äî ìіðêóâàíü îñòàííüîãî ïðèêëàäó ëåãêî äî-
âåñòè òàêå çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.
 •  – êîìáіíàöіÿ (ñïîëó÷åííÿ) ç n åëåìåíòіâ ïî m äîðіâ-

íþє . 

Ïîíÿòòÿ ñïîëó÷åííÿ іíîäі çíà÷íî ïîëåãøóє ðîçâ’ÿçóâàí íÿ 
çàäà÷і.

Приклад 11  Ñêіëüêè ðіçíèõ äіëüíèêіâ ìàє ÷èñëî 3510?

Розв’язання
Ðîçêëàäåìî äàíå ÷èñëî íà ïðîñ òі ìíîæíèêè:

3510 = .
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Äіëüíèêîì ÷èñëà 3510 áóäå äîáóòîê, ùî ìіñòèòü âіä îäíî-
ãî äî ï’ÿòè ìíîæíèêіâ ç ìíîæèíè {2; 3; 5; 7; 13}. Äî òîãî 
âðàõóєìî, ùî 1 òåæ є äіëüíèêîì äàíîãî ÷èñëà. Ìàєìî âñüîãî 
äіëüíèêіâ 

1 +      = 1 + 5 +  +  + 5 + 1 = 32.
Âіäïîâіäü. 32.

ВЛАСТИВОСТІ КОМБІНАЦІЙ
І. Çâåðíіòü óâàãó, ùî â îñòàííüîìó ïðèêëàäі , 

. Ëåãêî äîâåñòè òàêó çàãàëüíó ôîðìóëó
.

Ñïðàâäі, 

 .

Óêàçàíà âëàñòèâіñòü ñïðîùóє îá÷èñëåííÿ, çîêðåìà â çàäà-
÷àõ, àíàëîãі÷íèõ äî ïðèêëàäó 11, ó âèïàäêó âåëèêîї êіëüêîñ-
òі ïðîñòèõ ìíîæíèêіâ ó ðîçêëàäі çàäàíîãî ÷èñëà. 

ІІ. Ùå îäíó âëàñòèâіñòü êîìáіíàöіé

äîâåäіòü ñàìîñòіéíî.
ІІІ. Äîâåäåìî ïðàâèëüíіñòü òàêîãî ñïіââіäíîøåííÿ

.

.

Приклад 12  Íà ïëîùèíі ðîçòàøîâàíî n òî÷îê òàê, ùî íі-
ÿêі òðè ç íèõ íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé. Ñêіëüêè ïðÿìèõ 
ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç öі òî÷êè?
Розв’язання

×åðåç äâі òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ëèøå îäíó ïðÿìó. ×èñ-
ëî øóêàíèõ ïðÿìèõ äîðіâíþє ÷èñëó ìîæëèâèõ âèáîðіâ ïàðè 
òî÷îê, äî òîãî ïîñëіäîâíіñòü їõ âèáîðó íå ìàє çíà÷åííÿ. Òîäі 
øóêàíà êіëüêіñòü ïðÿìèõ äîðіâíþє 

.

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   66Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   66 12.11.2013   16:16:4212.11.2013   16:16:42



67

Âіäïîâіäü. .

Приклад 13  Ñêіëüêè іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ 
äâі öèôðè ïàðíі, à äâі – íåïàðíі?

Розв’язання
Ìàєìî ï’ÿòü ïàðíèõ і ï’ÿòü íåïàðíèõ öèôð. Äî òîãî òðå-

áà âðàõóâàòè, ùî íà ïåðøîìó ìіñöі íå ìîæíà ñòàâèòè íóëü. 
Òîäі ìàєìî òàêі âèïàäêè.

1) Îáðàòè äâі ðіçíі íåïàðíі öèôðè ìè ìîæåìî  = 10 ñïî-
ñîáàìè.

2) Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: ñåðåä øóêàíîї ïàðè ïàðíèõ 
÷èñåë íåìàє íóëÿ, òàêèõ âàðіàíòіâ ; ñåðåä øóêàíîї ïàðè 
ïàðíèõ öèôð є íóëü, òàêèõ âàðіàíòіâ . 

3) ×åòâіðîê öèôð, ñåðåä ÿêèõ äâі öèôðè íåïàðíі, äâі ïàð-
íі é íåìàє íóëÿ, ìàєìî  . Ïåðåñòàíîâêà öèôð ó êîæíіé 
÷åòâіðöі âіäïîâіäàє ðіçíèì ÷èñëàì. Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìàє-
ìî P4 = 4!. Îòæå, ÷èñåë øóêàíîãî âèäó áóäå 

   =  = 1440.

4) ×åòâіðîê öèôð, ñåðåä ÿêèõ äâі öèôðè íåïàðíі, íóëü і 
îäíà ïàðíà, âіäìіííà âіä íóëÿ, ìàєìî  . Ïåðåñòàíîâêà 
öèôð ó êîæíіé ÷åòâіðöі âіäïîâіäàє ðіçíèì ÷îòèðèöèôðîâèì 
÷èñëàì, îêðіì âèïàäêó, êîëè íà ïåðøîìó ìіñöі ñòîїòü íóëü. 
Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìàєìî Ð4 – Ð3 = 4! – 3!. Îòæå, ÷èñåë øó-
êàíîãî âèäó áóäå

   (4! – 3!) = .

5) Çàãàëîì ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ äâі öèôðè ïàð-
íі, à äâі – íåïàðíі, іñíóє 1440 + 720 = 2160.

Âіäïîâіäü. 2160.

Çàóâàæåííÿ. Іíîäі çàìіñòü òîãî, ùîá ðàõóâàòè øóêàíі 
âàðіàíòè, ðàöіîíàëüíî îá÷èñëèòè êіëüêіñòü ñòîðîííіõ âàðі-
àíòіâ. Íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ñïîñîáó îá÷èñ-
ëåííÿ.

Приклад 14  Ñêіëüêè іñíóє øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó 
ÿêèõ є õî÷à á îäíà ïàðíà öèôðà?

Розв’язання
Çàìіñòü òîãî ùîá ðàõóâàòè êіëüêіñòü çàäàíèõ øåñòèöèô-

ðîâèõ ÷èñåë, âèçíà÷èìî êіëüêіñòü øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ÿêі 
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íå ìіñòÿòü ïàðíèõ öèôð. Àíàëîãі÷íî äî ïðèêëàäó 3 їõ áóäå 
56 = 15 625. 

Íà ïåðøå ìіñöå íå ìîæíà ïîñòàâèòè öèôðó 0 – ìàєìî 
9 âàðіàíòіâ öèôð; ó âñіõ іíøèõ ðîçðÿäàõ ìîæå ñòîÿòè áóäü-
ÿêà ç 10 öèôð. Îòæå, óñüîãî øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìàєìî: 

 900 000. Òîìó êіëüêіñòü øóêàíèõ ÷èñåë äîðіâíþє
900 000 – 15 625 = 884 375.

Âіäïîâіäü. 884 375.

БІНОМ НЬЮТОНА
Ó øêіëüíîìó êóðñі ìàòåìàòèêè âè âèâ÷àëè, ÿê ïîäàòè ó 

âèãëÿäі ìíîãî÷ëåíà âèðàçè  і . Òåïåð, êîëè âè 
ðîçóìієòåñÿ íà êîìáіíàöіÿõ (ñïîëó÷åííÿõ), îçíàéîìèìîñÿ, ÿê 
ïîäàòè âèðàç  ó âèãëÿäі àëãåáðàї÷íîї ñóìè. 

Ôîðìóëà
 

äіñòàëà íàçâó ôîðìóëè áіíîìà Íüþòîíà íà ÷åñòü âèäàòíîãî 
ôіçèêà é ìàòåìàòèêà Іñààêà Íüþòîíà. (Öþ ôîðìóëó ìè äî-
âåäåìî äåùî ïіçíіøå, ó § 8).

Êîåôіöієíòè öüîãî ðîçêëàäó  є çíàéîìèìè íàì êîìáіíà-
öіÿìè ç n ïî m. Їõ ùå íàçèâàþòü áіíîìіàëüíèìè êîåôіöієí-
òàìè. 

Çðîçóìіëî, ÿêùî ó ôîðìóëі áіíîìà Íüþòîíà b çàìіíèòè íà 
–b, òî çìіíèòüñÿ çíàê ïåðåä äîäàíêàìè, ùî ìіñòÿòü b ó íå-
ïàðíîìó ñòåïåíі:

.

Çàñòîñóєìî ôîðìóëó áіíîìà Íüþòîíà äëÿ äîâåäåííÿ òàêîї 
âëàñòèâîñòі êîìáіíàöіé.

  .

Доведення
Çà ôîðìóëîþ áіíîìà Íüþòîíà

.

Çâіäñè ïðè õ = 1 
; (*)

ïðè õ = –1 
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. (**)

Äîäàìî îñòàííі äâі ðіâíîñòі:
, .

Ç ðіâíîñòі (**) âèïëèâàє, ùî 
 = .

Ù. â. ä. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ: Ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ 
k-öèôðîâèõ ÷èñåë, öèôðè ÿêèõ ðîçìіùåíî â ïåâíîìó ïîðÿäêó?

Приклад 15  Ñêіëüêè іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ 
êîæíà íàñòóïíà öèôðà áіëüøà çà ïîïåðåäíþ?

Розв’язання
Ñåðåä öèôð òàêîãî ÷èñëà íå ìîæå áóòè íóëÿ (áî âіí ìóñèâ 

áè ñòîÿòè ïîïåðåäó іíøèõ öèôð). Áóäü-ÿêà ÷åòâіðêà іíøèõ 
(ðіçíèõ ìіæ ñîáîþ) öèôð îäíîçíà÷íî çàäàє òàêå ÷èñëî. Ìàє-
ìî âñüîãî 

 

Âіäïîâіäü. 126.

Приклад 16  Ñêіëüêè іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ 
êîæíà íàñòóïíà öèôðà ìåíøà âіä ïîïåðåäíüîї?

Розв’язання
Òàêèõ ÷èñåë ñòіëüêè ñàìî, ñêіëüêè іñíóє ÷åðâіðîê ðіçíèõ 

öèôð, òîáòî

 

Çðîçóìіëî, ùî òàê ñàìî ëåãêî ðîçâ’ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ 
êîìáіíàöіé àíàëîãі÷íі äî îñòàííіõ äâîõ ïðèêëàäіâ çàäà÷і äëÿ 
÷èñåë ç іíøîþ êіëüêіñòþ ðîçðÿäіâ. Ðîçâ’ÿæåìî äëÿ ïîðіâíÿí-
íÿ òàêі çàäà÷і áåç çàñòîñóâàííÿ êîìáіíàöіé. 

Приклад 17  Ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ 
âіä 100, ó ÿêèõ öèôðè éäóòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?

Çàóâàæåííÿ. Çðîçóìіëî, ùî öèôðè äâîöèôðîâîãî ÷èñ-
ëà éäóòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ÿêùî ïåðøà öèôðà ìåíøà âіä 
äðóãîї. À ÿê áóòè іç öèôðàìè 1, 2, 3, ..., 9? Ïåðåòâîðèìî öі 
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÷èñëà íà äâîöèôðîâі, äîïèñàâøè ïîïåðåäó íóëü: 1 = 01, 2 = 
02, ..., 9 = 09 (çà òàêèì ïðèíöèïîì íóìåðóþòü áіëåòè ëîòå-
ðåї). Áóäåìî âіäíîñèòè öі ÷èñëà äî òèõ, ó ÿêèõ öèôðè éäóòü ó 
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ.

Розв’язання
ÑÏÎÑІÁ І. Іç óðàõóâàííÿì íàâåäåíîãî çàóâàæåííÿ øóêà-

íèõ ÷èñåë áóäå ñòіëüêè, ñêіëüêè äâіéîê öèôð ìîæíà óòâîðè-
òè, òîáòî 

.

ÑÏÎÑІÁ ІІ. Âèïèøåìî òàêі ÷èñëà:
01, 02, 03, 04, ..., 09;
12, 13, 14, ..., 19;
23, 24, ..., 29;
.............
89.
Ìàєìî ó ïåðøîìó ðÿäêó – 9 ÷èñåë, ó äðóãîìó – 8, ïîòіì: 

7, 6, ..., 1. Çàëèøèëîñÿ ëèøå îá÷èñëèòè ñóìó:
9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1.

Ëåãøå їõ äîäàâàòè òàê:
(9 + 1) + (8 + 2) + (7 + 3) + (6 + 4) + 5 = 45.

Âіäïîâіäü. 45.

Çâåðíåìîñÿ òåïåð äî òðèöèôðîâèõ ÷èñåë. Àíàëîãі÷íî 
òîìó, ÿê ìè öå ðîáèëè ó ïðèêëàäі 17, äîìîâèìîñÿ ïåðåä îä-
íîöèôðîâèìè ÷èñëàìè ñòàâèòè äâà íóëі, à ïåðåä äâîöèôðî-
âèìè – îäèí íóëü. 

Íàïðèêëàä: 5 = 005, 23 = 023. 
Òîáòî âñі äîäàòíі öіëі îäíîöèôðîâі òà äâîöèôðîâі ÷èñëà ó 

íàñ áóäóòü òðèöèôðîâèìè. 

Приклад 18  Ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ 
âіä 1000, öèôðè ÿêèõ іäóòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?

Розв’язання
Íàâåäåìî ðîçâ’ÿçàííÿ áåç çàñòîñóâàííÿ êîìáіíàöіé.
1) Òðèöèôðîâі ÷èñëà, öèôðè ÿêèõ ðîçòàøîâàíі â ïîðÿäêó 

çðîñòàííÿ, – öå ÷èñëà, ó ÿêèõ äðóãà öèôðà áіëüøà çà ïåðøó, à 
òðåòÿ – áіëüøà çà äðóãó. Òîáòî ó òàêèõ ÷èñëàõ óñі öèôðè ðіçíі. 

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ÷èñåë, ó ÿêèõ óñі öèôðè ðіçíі. Ïî-
äіëèìî їõ íà êëàñè: ÷èñëà, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ і òèõ ñà-
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ìèõ öèôð, і ÷èñëà, ùî âіäðіçíÿþòüñÿ ëèøå їõíіì ïîðÿäêîì. 
Òîäі êîæíå ÷èñëî íàëåæèòü ëèøå îäíîìó êëàñó. 

Ïîêàæåìî, ùî êîæíèé êëàñ ìіñòèòü ðіâíî øіñòü ÷èñåë, ñå-
ðåä ÿêèõ òіëüêè îäíå ñêëàäàєòüñÿ іç öèôð ó ïîðÿäêó çðîñòàí-
íÿ. Íåõàé a, b, c – òðè ðіçíі öèôðè і íåõàé a > b > c. Òîäі 
ç íèõ ìîæíà ñêëàñòè òàêі ÷èñëà: , , , , , . 
Ìàєìî øіñòü ÷èñåë, ç ÿêèõ òіëüêè îäíå ÷èñëî  ìàє öèôðè 
ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. 

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìàєìî N ÷èñåë, ó ÿêèõ óñі öèôðè ðіç-
íі, òî êіëüêіñòü êëàñіâ, íà ÿêі ìè їõ äіëèìî, áóäå äîðіâíþ-
âàòè N : 6. Ñåðåä öèõ ÷èñåë êіëüêіñòü ÷èñåë, ó ÿêèõ öèôðè 
ðîçòàøîâàíі â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, äîðіâíþє êіëüêîñòі êëàñіâ, 
òîáòî äîðіâíþє N : 6. 

Íàì çàëèøèëîñÿ çíàéòè N, òîáòî âèçíà÷èòè, ñêіëüêè іñ-
íóє òðèöèôðîâèõ ÷èñåë ç ðіçíèìè öèôðàìè.

1) Ç ïðèêëàäó 8 ìàєìî, ùî êіëüêіñòü äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, 
öèôðè ÿêèõ ðіçíі, äîðіâíþє 45 ⋅ 2 = 90. ßêùî äîïèñàòè ñïå-
ðåäó öèõ ÷èñåë ïî îäíіé ç 8 öèôð, ùî íå ìіñòèòüñÿ â öüîìó 
÷èñëі, òî îòðèìàєìî âñі òðèöèôðîâі ÷èñëà ç ðіçíèìè öèôðàìè.

Äâîöèôðîâі ÷èñëà 
ç ðіçíèìè öèôðàìè

Òðèöèôðîâі ÷èñëà ç ðіçíèìè öèôðàìè

01
02
...
08
09
10
12
...
18
19
...
97
98

201, 301, 401, 501, 601, 701, 801, 901
102, 302, 402, 502, 602, 702, 802, 902

...
108, 208, 308, 408, 508, 608, 708, 908
109, 209, 309, 409, 509, 609, 709, 809
210, 310, 410, 510, 610, 710, 810, 910
012, 312, 412, 512, 612, 712, 812, 912

...
018, 218, 318, 418, 518, 618, 718, 918
019, 219, 319, 419, 519, 619, 719, 819

...
097, 197, 297, 397, 497, 597, 697, 897
098, 198, 298, 398, 498, 598, 698, 798

Òàêèì ÷èíîì, ìàєìî 90 ðÿäêіâ, ó êîæíîìó ïî 8 ÷èñåë, 
òîáòî âñüîãî òðèöèôðîâèõ ÷èñåë ç ðіçíèìè öèôðàìè áóäå 
N = .

2) Øóêàíà êіëüêіñòü òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ öèôðè 
ñòîÿòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, äîðіâíþє N : 6 = .

Âіäïîâіäü. 120.
À òåïåð, äëÿ ïîðіâíÿííÿ, ðîçâ’ÿæіòü îñòàííіé ïðèêëàä çà 

äîïîìîãîþ êîìáіíàöіé. 
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Íà çàêіí÷åííÿ íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ âìіííÿ âè-
çíà÷àòè, ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ k-öèôðîâèõ ÷èñåë, 
öèôðè ÿêèõ ðîçìіùåíî ó ïåâíîìó ïîðÿäêó.

Приклад 19*  Íà ïëîùèíі ïîçíà÷åíî 10 òî÷îê. Ñêіëüêè іñ-
íóє âіäðіçêіâ ç êіíöÿìè ó öèõ òî÷êàõ?

Розв’язання
Ïðîíóìåðóєìî 10 òî÷îê öèôðàìè 0, 1, 2, ..., 9. Íà êіíöÿõ 

âіäðіçêà, ùî ñïîëó÷àє äâі іç öèõ òî÷îê, ñòîÿòü ðіçíі öèôðè. 
Çàïèøåìî їõ ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ – ìàєìî äâîöèôðîâå ÷èñëî, 
öèôðè ÿêîãî çàïèñàíî ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ. Íàïðèêëàä, âіä-
ðіçêó, ùî ñïîëó÷àє òî÷êè 2 і 3, âіäïîâіäàє ÷èñëî 32, à âіäðіç-
êó, ùî ñïîëó÷àє òî÷êè 5 і 0, – ÷èñëî 50.

Äâîì ðіçíèì âіäðіçêàì âіäïîâіäàþòü ðіçíі ÷èñëà, à ðіçíèì 
÷èñëàì – ðіçíі âіäðіçêè. Òîáòî âіäðіçêіâ áóäå ñòіëüêè, ñêіëü-
êè äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, öèôðè ÿêèõ çàïèñàíî ó ïîðÿäêó ñïà-
äàííÿ. Ìàєìî 

.

Âіäïîâіäü. 45.
Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà áóëî ó ðîçâ’ÿçóâàííі öієї çàäà÷і 

ðîçãëÿäàòè äâîöèôðîâі ÷èñëà, öèôðè ÿêèõ çàïèñàíî ó ïîðÿä-
êó çðîñòàííÿ. Äî òîãî ââàæàòè çà äâîöèôðîâі é öèôðè 01, 
02, ..., òîáòî òі, â ÿêèõ íà ïåðøîìó ìіñöі ñòîїòü íóëü. 

ЗАВДАННЯ 5
1. Ñêіëüêè іñíóє äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ: 
 à) îáèäâі öèôðè ïàðíі; á) öèôðà 9 çóñòðі÷àєòüñÿ ðіâíî 

îäèí ðàç? 
2. Ñêіëüêè іñíóє òðèöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêі: 
 à) çàïèñóþòüñÿ ëèøå íåïàðíèìè öèôðàìè; á) ïðè äіëåííі 

íà 3 äàþòü â îñòà÷і 2; â*) çàïèñóþòüñÿ öèôðàìè 0, 1, 2, 
3, 4, 5 і äіëÿòüñÿ íà 3?

3. Îá÷èñëіòü çíà÷åííÿ âèðàçó: 
 à) 10! ⋅ 11; á) n! ⋅ (n + 1); â) 100! : 98!; ã) n! : (n – 1)!.
4. Äîâåäіòü, ÿêùî ð – ïðîñòå ÷èñëî, òî (ð – 1)! íå äіëèòüñÿ 

íà ð. 
5. ßêîþ öèôðîþ çàêіí÷óєòüñÿ ñóìà 1! + 2! + 3! + ... + 8! + 9!? 
6. Äîâåäіòü áåç îá÷èñëåííÿ, ùî ÷èñëî 25! íå є òî÷íèì êâàä-

ðàòîì. 
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7. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ñêëàñòè ðÿäîê іç ÷îòèðüîõ 
êóëüîê ðіçíèõ êîëüîðіâ? 

8. Ñêіëüêè іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ âè-
êîðèñòàíî öèôðè 2, 5, 7, 9 ðіâíî ïî îäíîìó ðàçó? 

9. Äàíî ÷îòèðè ðіçíі öèôðè. Ñêіëüêè ìîæíà ñêëàñòè ç íèõ 
÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë ç ðіçíèìè öèôðàìè? 

10. Ñêіëüêè іñíóє øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, óñі öèôðè ÿêèõ ìà-
þòü îäíàêîâó ïàðíіñòü? 

11. Ñêіëüêè іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ óñі öèôðè ðіç-
íі? 

12. Íà ïëîùèíі ìàєìî 10 òî÷îê, æîäíі òðè ç íèõ íå ëåæàòü 
íà îäíіé ïðÿìіé. Ñêіëüêè іñíóє òðèêóòíèêіâ ç âåðøèíà-
ìè â öèõ òî÷êàõ? 

13. Íà ïîëèöі ìàєìî 5 êíèæîê. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà 
ðîçìіñòèòè öі êíèæêè ó ñòîïêè (ñòîïêà ìîæå ìіñòèòè é 
îäíó êíèæêó)? 

14. Ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîñòàâèòè íà øàõîâó äîøêó 
òàê, ùîá âîíè íå áèëè îäèí îäíîãî: 

 à) 4 òóðè; á) 8 òóð; â) äâîõ ñëîíіâ ðіçíîãî êîëüîðó; 
ã*) äâîõ êîíåé? 

15. Ñêіëüêè іñíóє øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ÿêі ìàþòü õî÷à á 
äâі îäíàêîâі öèôðè? 

16. ßêèõ ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë áіëüøå: òèõ, ó çàïèñó ÿêèõ є 
1, ÷è іíøèõ?

17. Ñêіëüêè ðіçíèõ äіëüíèêіâ ìàє ÷èñëî: 
 à) 770;   á) 30 030?
18. Ñêіëüêè äіàãîíàëåé ìàє îïóêëèé n-êóòíèê? 
19. Ñêіëüêè øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, êðàòíèõ ÷èñëó 5, ìîæíà 

ñêëàñòè іç öèôð 0, 1, 2, ..., 9 çà óìîâè, ùî öèôðè â çàïè-
ñó ÷èñëà íå ïîâòîðþþòüñÿ?

20. Ñêіëüêè іñíóє ÷îòèðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ є 
õî÷à á îäíà ïàðíà öèôðà?

21. Ñêіëüêè ï’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë ìîæíà óòâîðèòè іç öèôð 
2, 3, 4, 5, 6 (áåç ïîâòîðåííÿ), ó ÿêèõ íåïàðíі öèôðè íå 
ñòîÿòü ïîðó÷?

22*. ßêèõ ñåìèöèôðîâèõ ÷èñåë áіëüøå: òèõ, ó çàïèñó ÿêèõ є 
öèôðà 7, ÷è òèõ, ó çàïèñó ÿêèõ âîíà âіäñóòíÿ?

23*. Çíàéäіòü êіëüêіñòü ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòіâ çà óìîâè, 
ùî: 

 à) äâà ïåâíèõ åëåìåíòè à і b íå ñòîÿòü ïîðó÷; 
 á) òðè ïåâíèõ åëåìåíòè à, b і ñ ñòîÿòü ïîðó÷; 
 â) òðè ïåâíèõ åëåìåíòè à, b і ñ íå ñòîÿòü ïîðó÷.
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24*. Ñêіëüêè іñíóє äåâ’ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî íå ìіñòÿòü 
íóëÿ і â ÿêèõ öèôðè 2, 5 і 7 íå ñòîÿòü ïîðó÷?

25*. Ñêіëüêè іñíóє øåñòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ òðè ïàðíі 
òà òðè íåïàðíі öèôðè?

26*. Ñêіëüêè іñíóє äåñÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ñóìà öèôð ÿêèõ 
äîðіâíþє: 

 à) 2; á) 3; â) 4? 
27. Ñêіëüêè іñíóє ñåìèöèôðîâèõ ÷èñåë, öèôðè ÿêèõ іäóòü ó 

ïîðÿäêó: 
 à) ñïàäàííÿ; á) çðîñòàííÿ?
28. Ñêіëüêè іñíóє äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ öèôðè éäóòü 

íå â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?
29*. Ñêіëüêè іñíóє òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ öèôðè éäóòü 

íå â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?
30*. Ñêіëüêè іñíóє òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ ïåðøà öèôðà 

áіëüøà çà äâі іíøі, à äðóãà – ìåíøà âіä òðåòüîї? 
31*. Ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ âіä 

10 000, öèôðè ÿêèõ іäóòü ó ïîðÿäêó: 
à) ñïàäàííÿ;   á) çðîñòàííÿ?

32*. Ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ âіä 106, 
öèôðè ÿêèõ іäóòü ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ?

33*. Ñêіëüêè іñíóє öіëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ âіä 10k, 
öèôðè ÿêèõ іäóòü ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ? Âіäïîâіäü äî çà-
äà÷і çàïèøіòü ó âèãëÿäі: 

 45 ÷èñåë ïðè k = 2; 
 120 ÷èñåë ïðè k = 3; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 4; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 5; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 6; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 7; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 8; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 9; 
 1 ÷èñëî ïðè k = 10; 
 ... ÷èñåë ïðè k = 11; 
 ... ÷èñåë ïðè k > 11.
34*. Ñêіëüêè іñíóє k-öèôðîâèõ ÷èñåë, öèôðè ÿêèõ іäóòü ó ïî-

ðÿäêó ñïàäàííÿ і â çàïèñó ÿêèõ íåìàє öèôðè 0?
35*. Ñêіëüêè іñíóє ïðåäñòàâëåíü ÷èñëà 11 ó âèãëÿäі ÷îòèðüîõ 

íàòóðàëüíèõ äîäàíêіâ?
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Ðîçäіë ІІ 

ДІЛЕННЯ З ОСТАЧЕЮ. 
ПОРІВНЯННЯ

§ 6. Ділення на натуральне число з остачею
Ç ïî÷àòêîâîї øêîëè âè óìієòå âèêîíóâàòè äіëåííÿ íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà ç îñòà÷åþ. Íàïðèêëàä: 
9 = , 9 : 4 = 2 (îñò. 1). 

Íàâåäåíèé ïðèêëàä ìîæíà ïðîіëþñòðóâàòè ãðàôі÷íî 
(ìàë. 3). 

Ìàë. 3

УЗАГАЛЬНЕННЯ ПОНЯТТЯ ДІЛЕННЯ З ОСТАЧЕЮ
Óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ äіëåííÿ ç îñòà÷åþ íà âèïàäîê, êîëè 

äіëåíå áóäå äîâіëüíèì öіëèì ÷èñëîì. Ïðàâèëî äіëåííÿ öіëîãî 
÷èñëà íà íàòóðàëüíå ÷èñëî ç îñòà÷åþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè òàê.

ДІЛЕНЕ = (НАЙБЛИЖЧЕ ЦІЛЕ ДО ДІЛЕНОГО ЛІВОРУЧ ВІД 
НЬОГО, ЩО КРАТНЕ ДІЛЬНИКУ) ⋅ (ДІЛЬНИК) + ОСТАЧА

Ñôîðìóëþєìî íàâåäåíå ïðàâèëî ìîâîþ òåîðії ÷èñåë.
Äëÿ äîâіëüíîãî öіëîãî ÷èñëà à і äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî 

÷èñëà b іñíóє òàêå öіëå ÷èñëî q, ùî à = qb + r, äå îñòà÷à r є 
öіëèì ÷èñëîì, äî òîãî 0 J r << b. ×èñëà q і r âèçíà÷àþòüñÿ 
îäíîçíà÷íî.

Çàóâàæåííÿ. Â îñòàííüîìó òâåðäæåííі: äіëüíèê b – äî-
äàòíèé, îñòà÷à r I 0, äіëåíå à ìîæå áóòè âіä’єìíèì, ÷àñòêà q 
ìîæå áóòè âіä’єìíîþ, à ìîæå äîðіâíþâàòè íóëþ.

Íàïðèêëàä, 3 = 0 ⋅ 4 + 3. 
Íàïðèêëàä, à = –9, b = 4. Íàéáëèæ÷èì öіëèì äî äіëåíîãî 

(ëіâîðó÷ âіä íüîãî), êðàòíèì ÷èñëó 4, є ÷èñëî –12. Òîäі 
–9 = –12 + 3 = (–3) ⋅ 4 + 3.
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Ìàєìî, ùî îñòà÷à âіä äіëåííÿ ÷èñëà –12 íà 4 äîðіâíþє 3 – 
äîäàòíå ÷èñëî, ìåíøå âіä 4. Ãðàôі÷íó іëþñòðàöіþ öüîãî ïðè-
êëàäó íàâåäåíî íà ìàëþíêó 4.

Ìàë. 4

Ïіäêðåñëèìî, ùî îñòà÷à íå ìîæå áóòè âіä’єìíèì ÷èñëîì 
і íå ìîæå ïåðåáіëüøóâàòè äіëüíèê àáî äîðіâíþâàòè éîìó. 
Òîáòî ïðè äіëåííі à ( ) íà b ( ) ç îñòà÷åþ r:
 • 0 J r < b;
 • r ìîæå íàáóâàòè b çíà÷åíü: .

Íàâåäåíі ìàéæå î÷åâèäíі ôàêòè є íàéâàæëèâіøèìè â òåîðії 
÷èñåë, ñàìå íà íèõ ґðóíòóєòüñÿ äîâåäåííÿ âåëèêîї êіëüêîñòі 
ôàêòіâ, ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîäіëüíіñòü, ó òîìó ÷èñëі é 
ïіäâèùåíîї ñêëàäíîñòі òîùî. 

Приклад 1  Çíàéäіòü íàéìåíøå øåñòèöèôðîâå ÷èñëî, ÿêå 
äіëèòüñÿ íà 321. 

Розв’язання
Íàéìåíøå øåñòèöèôðîâå ÷èñëî 100 000. Ïîäіëèìî éîãî 

íà 321:
100 000 : 321 = 311 (îñò. 169).

Ï’ÿòèöèôðîâå ÷èñëî, ùî äîðіâíþє , є íàéáіëüøèì 
ï’ÿòèöèôðîâèì ÷èñëîì, êðàòíèì ÷èñëó 321. Íàñòóïíå ïіñëÿ 
íüîãî ÷èñëî, ùî äіëèòüñÿ íà 321, äîðіâíþє

100 000 + (321 – 169) = 100 000 + 152 = 100 152,

є øóêàíèì øåñòèöèôðîâèì ÷èñëîì.
Âіäïîâіäü. 100 152.

Приклад 2  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëà 106 і 104 ìàþòü îäíàêîâі 
îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 11.

Розв’язання
Ïðîàíàëіçóєìî ðіçíèöþ çàäàíèõ ÷èñåë: 

106 – 104 = (100 – 1)104 = 104 ⋅ 99. 
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Îñêіëüêè öÿ ðіçíèöÿ äіëèòüñÿ íà 11, òî ÷èñëà 106 і 104 ìà-
þòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 11.

Ù. â. ä.

Приклад 3  ×è ïðàâèëüíèì є òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî à ïðè 
äіëåííі íà 8 äàє îñòà÷ó 3, òî ïðè äіëåííі à íà 4 òàêîæ ìàєìî 
îñòà÷ó 3? 
Розв’язання

Çà óìîâîþ à = 8ð + 3. Îñòàííþ ðіâíіñòü ìîæíà ïðåäñòàâè-
òè ó âèãëÿäі à = 4(2ð) + 3. Îòæå, ïðè äіëåííі à íà 4 ìàєìî 
îñòà÷ó 3.

Âіäïîâіäü. Òàê.

Приклад 4  ×è ìîæå ÷èñëî äіëèòèñÿ íà 8, à ïðè äіëåííі íà 12 
äàâàòè îñòà÷ó 10?
Розв’язання

Íåõàé à äіëèòüñÿ íà 8, òîáòî à = 8x. ßêùî à ïðè äіëåííі 
íà 12 äàє îñòà÷ó 10, òî à = 12y + 10. Ìàєìî ëіíіéíå äіîôàí-
òîâå ðіâíÿííÿ 4x – 6y = 5, ó ÿêîãî êîåôіöієíòè ïåðåä çìіí-
íèìè ìàþòü ñïіëüíèé ìíîæíèê. Îòæå, öå ðіâíÿíÿ íå ìàє 
ðîçâ’ÿçêіâ (äèâ. ñ. 44).

Âіäïîâіäü. Íі. 

Приклад 5  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíèõ öіëèõ ÷èñåë à і b 
âèðàç  äіëèòüñÿ íà 6.
Розв’язання

1) Äîâåäåìî, ùî  äіëèòüñÿ íà 2. 
ßêùî îäíå іç ÷èñåë à àáî b ïàðíå, òî  äіëèòüñÿ íà 2. 

ßêùî à і b íåïàðíі, òî  ïàðíі é  äіëèòüñÿ íà 2.
2) Äîâåäåìî, ùî  äіëèòüñÿ íà 3.
ßêùî îäíå іç ÷èñåë à àáî b äіëèòüñÿ íà 3, òî  

äіëèòüñÿ íà 3. ßêùî à і b íå äіëÿòüñÿ íà 3, òî êîæíå іç öèõ 
÷èñåë ïðè äіëåííі íà 3 äàє îñòà÷ó àáî 1, àáî 2. Òîäі ìîæëèâі 
òàêі âèïàäêè.

• Îñòà÷і îäíàêîâі, à – b äіëèòüñÿ íà 3.
• Îñòà÷і ðіçíі, їõ ñóìà äîðіâíþє 3 і à + b äіëèòüñÿ íà 3.
Îòæå, çàäàíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 2 і íà 3, òîáòî âîíî äі-

ëèòüñÿ íà  
Ù. â. ä.

Приклад 6  ßêó îñòà÷ó ïðè äіëåííі íà n + 1 äàє ÷èñëî n2 +
+ 3n + 5, ÿêùî n – íàòóðàëüíå?
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Розв’язання
Ïîäіëèìî n2 + 3n + 5 íà n + 1 ó ñòîâï÷èê (äèâ. ñ. 54), ìàєìî 

n2 + 3n + 5 = (n + 1)(n + 2) + 3.
Ç öüîãî çàïèñó âèïëèâàє:

 • ÿêùî n + 1> 3 (ïðè n > 2), òî îñòà÷à äîðіâíþє 3;
 • ÿêùî n + 1 = 3 (ïðè n = 2), òî îñòà÷à äîðіâíþє 0;
 • ÿêùî n + 1 = 2 (ïðè n = 1), òî îñòà÷à äîðіâíþє 1, îñêіëüêè 

3 = 2 ⋅ 1 + 1;
 • ÿêùî n + 1 = 1 (ïðè n = 0) – áóòè íå ìîæå, áî n – íàòóðàëüíå.

Âіäïîâіäü. 1 – ïðè n = 1; 0 – ïðè n = 2; 3 – ïðè n > 2.

Приклад 7  Є òðè êóïêè, ùî ñêëàäåíî ç 2014, 214 і 14 êà-
ìіíöіâ âіäïîâіäíî. Îäíèì õîäîì ìîæíà àáî çàáðàòè ç êîæíîї 
êóïêè îäíó é òó ñàìó êіëüêіñòü êàìіíöіâ (âіä õîäó äî õîäó 
öÿ êіëüêіñòü ìîæå çìіíþâàòèñÿ), àáî ïîëîâèíó êàìіíöіâ ç 
áóäü-ÿêîї êóïêè (ÿêùî їõ êіëüêіñòü ïàðíà) ïåðåêëàñòè äî іí-
øîї êóïêè. ×è ìîæíà òàêèì ÷èíîì äîìîãòèñÿ òîãî, ùîá íå 
çàëèøèëîñÿ æîäíîãî êàìіíöÿ ó êîæíіé êóïöі?
Розв’язання

Ïіñëÿ êîæíîãî õîäó îñòà÷à âіä äіëåííÿ çàãàëüíîї êіëüêîñ-
òі êàìіíöіâ íà 3 íå çìіíþєòüñÿ. Àëå ïî÷àòêîâà ñóìà 2014 +
+ 214 + 14 íå äіëèòüñÿ íà 3. Òîìó íå âäàñòüñÿ äîìîãòèñÿ 
òîãî, ùîá íå çàëèøèëîñÿ æîäíîãî êàìіíöÿ. 

Âіäïîâіäü. Íі.

Приклад 8*  Äâîє ïî ÷åðçі âèêðåñëþþòü ÷èñëà âіä 1 äî 27, 
ïîêè íå çàëèøèòüñÿ äâà ÷èñëà. ßêùî їõíÿ ñóìà äіëèòüñÿ íà 
5, òî âèãðàє ïåðøèé, ÿêùî íі – òî äðóãèé. Õòî âèãðàє çà 
ïðàâèëüíîї ñòðàòåãії ãðè? 
Розв’язання

×èñëà ïðè äіëåííі íà 5 äàþòü îñòà÷і 0, 1, 2, 3, 4. Ñóìà 
äâîõ ÷èñåë áóäå êðàòíà ÷èñëó 5, ÿêùî ñóìà îñòà÷ öèõ ÷èñåë 
ïðè äіëåííі íà 5 äîðіâíþє 5. 

Êîæíîìó äàíîìó ÷èñëó ïîñòàâèìî ó âіäïîâіäíіñòü éîãî îñòà-
÷ó âіä äіëåííÿ íà 5 і óìîâíî óòâîðèìî ïàðè îñòà÷: 1 і 4; 2 і 3. 
Ó íàñ çàëèøàòüñÿ ï’ÿòü ÷èñåë ç îñòà÷åþ 0 і ïàðà ÷èñåë ç îñòà-
÷àìè 1 і 2. 

Ïåðøèé ãðàâåöü âèãðàє, ÿêùî ïåðøèì õîäîì âèêðåñëèòü 5, 
ïîòіì áóäå äîòðèìóâàòèñÿ âіäïîâіäíîñòі âêàçàíèì ðàíіøå ïà-
ðàì. Äî òîãî îñòà÷ó 0 òðåáà íå áіëüøå íіæ ïî îäíîìó ðàçó 
«ïîєäíàòè â ïàðè» ç îñòà÷àìè 1, 2. 

Âіäïîâіäü. Ïåðøèé ãðàâåöü. 
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ПРО ПРОСТІ ЧИСЛА ТА ЇХ КІЛЬКІСТЬ
Ìè âæå ïðàöþâàëè ç ïðîñòèìè ÷èñëàìè ó § 1. Íàãàäàєìî 

їõ îçíà÷åííÿ.
Ïðîñòі ÷èñëà – öå áіëüøі çà 1 íàòóðàëüíі ÷èñëà, ÿêі íå 

ìîæíà ðîçêëàñòè íà äâà ìíîæíèêè (îäèíèöÿ íå íàëåæèòü 
äî ïðîñòèõ ÷èñåë).

Ïîíÿòòÿ ïðîñòîãî ÷èñëà áóëî âіäîìî ùå ñòàðîäàâíіì. Òàê, 
ñëàâíîçâіñíèé Åâêëіä äîñëіäæóâàâ öå ïèòàííÿ і âèêîðèñòî-
âóâàâ ïðè öüîìó âëàñòèâîñòі äіëåííÿ ç îñòà÷åþ. Ðîçãëÿíåìî 
ñëіäîì çà Åâêëіäîì ïèòàííÿ ïðî çàãàëüíó êіëüêіñòü ïðîñòèõ 
÷èñåë. 

Ñåðåä ïðîñòèõ ÷èñåë òіëüêè îäíå ïàðíå – 2, óñі іíøі – íå-
ïàðíі.

Îñü êіëüêà ïåðøèõ ïðîñòèõ ÷èñåë: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, 41... Òàáëèöþ ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî íå ïå-
ðåáіëüøóþòü 6000, íàâåäåíî â äîäàòêó (äèâ. ñ. 118). À ÷è 
ìàє öåé ðÿä êіíåöü? Ñàìå òàêå ïèòàííÿ ïîñòàâèâ ó ІX êíèçі 
«Îñíîâè» Åâêëіä. І òàì ñàìî âіí äàє âіäïîâіäü íà öå ïèòàííÿ: 
«Çà êîæíèì ïðîñòèì ÷èñëîì ìîæíà âêàçàòè ùå îäíå, áіëüøå 
ïðîñòå ÷èñëî», òîáòî ðÿä ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêіí÷åííèé. Ðîç-
ãëÿíåìî ñëіäîì çà Åâêëіäîì äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ.

ßêùî ïðîñòèõ ÷èñåë ñêіí÷åííà êіëüêіñòü і ð – íàéáіëüøå 
ç íèõ, òî ÷èñëî N = 2 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ ... ⋅ p + 1, ùî íà 1 ïåðåáіëüøóє 
äîáóòîê âñіõ ïðîñòèõ ÷èñåë, – íå ïðîñòå (áî âîíî áіëüøå çà ð). 
Òîìó öå ÷èñëî ïîâèííî äіëèòèñÿ íà îäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë. 
Àëå öå íå òàê, áî îñòà÷à âіä äіëåííÿ N íà äîâіëüíå ç ïðîñòèõ 
÷èñåë äîðіâíþє 1. Ìàєìî ïðîòèðі÷÷ÿ, ÿêå äîâîäèòü, ùî ïðî-
ñòèõ ÷èñåë íåñêіí÷åííà êіëüêіñòü.

Приклад 9   Äîâåäіòü, ùî ÿêùî ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî ð íå 
äіëèòüñÿ íà æîäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë âіä 2 äî 97, òî ð – ïðîñòå 
÷èñëî. 
Розв’язання

Íåõàé ÷èñëî ð – íåïðîñòå. Íàñòóïíå ïіñëÿ 97 ïðîñòå ÷èñëî 
101. Òîäі ð = mn, äå êîæíèé ç ìíîæíèêіâ m і n íå ìåíøèé 
âіä 101. Òîäі , òîáòî ð – íå ìîæå áóòè ÷îòè-
ðèöèôðîâèì. Ìàєìî ïðîòèðі÷÷ÿ. Îòæå, ð – ïðîñòå ÷èñëî. 

Ù. â. ä. 

Âëàñòèâîñòі äіëåííÿ ç îñòà÷åþ ÷àñòî є êëþ÷åì äî ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ çàäà÷ íà ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë, îñîáëèâî ÿêùî â óìîâі 
çàäіÿíî ïîíÿòòÿ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   79Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   79 12.11.2013   16:16:4312.11.2013   16:16:43



80

Іíîäі ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі òàêèõ çàäà÷ òðåáà ïðîñòî ïåðå-
áðàòè âñі ìîæëèâі îñòà÷і âіä äіëåííÿ çàäàíèõ ÷èñåë íà ÿêåñü 
êîíêðåòíå ÷èñëî, íàïðèêëàä íà 3.

Приклад 10  Âіäîìî, ùî ð, ð + 10, ð + 14 – ïðîñ òі ÷èñëà. 
Çíàéäіòü ÷èñëî ð.
Розв’язання

1) Ïðè äіëåííі ÷èñëà ð íà 3 ìîæëèâі îñòà÷і: 0, 1, 2, òîáòî àáî 
, àáî , àáî . Çà óìîâîþ ÷èñëî ð – ïðîñòå.

2) ßêùî ð = 3k + 1, òî ð + 14 = 3k + 15 і äіëèòüñÿ íà 3, 
÷îãî áóòè íå ìîæå.

3) ßêùî ð = 3k – 1, òî ð + 10 = 3k – 9 і äіëèòüñÿ íà 3, 
÷îãî áóòè íå ìîæå.

4) Îòæå, , ïðèòîìó .
Âіäïîâіäü. ð = 3.

ПРО СТЕПІНЬ ЧИСЛА І ОСТАЧІ
Îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 3 ÷è 4 çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ïðè 

ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷, ùî ìіñòÿòü êâàä ðàòè íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë. Òîäі ñïèðàєìîñÿ íà òàêó ëåìó (ëåìà – äîïîìіæíà íåâå-
ëèêà òåîðåìà).

Ëåìà 1. Êâàäðàò ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 3 òà 4 äàє îñòà÷ó 0 àáî 1. 

Ùîá äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ, äîñòàòíüî ïðåäñòàâèòè äî-
âіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ó âèãëÿäі {3k, 3k % 1} òà {2k, 2k + 1} 
âіäïîâіäíî і ðîçãëÿíóòè ìîæëèâі âèïàäêè.

Çàóâàæåííÿ. Êâàä ðàò ïàðíîãî ÷èñëà äіëèòüñÿ íà 4 áåç 
îñòà÷і, à êâàä ðàò íåïàðíîãî ïðè äіëåííі íà 4 äàє îñòà÷ó 1.

Приклад 11  Ó çàïèñó n-öèôðîâîãî ÷èñëà ìàєìî ïî îäíіé 
öèôðі 1, 3, 5, 8, à âñі іíøі öèôðè – íóëі. ×è ìîæå òàêå ÷èñ-
ëî áóòè òî÷íèì êâàä ðàòîì?
Розв’язання

Ñóìà öèôð äàíîãî ÷èñëà äîðіâíþє 17 і ïðè äіëåííі íà 3 
äàє îñòà÷ó 2. ßê âіäîìî, ÷èñëî ïðè äіëåííі íà 3 äàє òàêó 
ñàìó îñòà÷ó, ÿê і ñóìà éîãî öèôð (äèâ. äîâåäåííÿ îçíàêè ïî-
äіëüíîñòі íà 3 ó § 2, ñ. 32). Òîáòî äàíå ÷èñëî ïðè äіëåííі íà 3 
äàє îñòà÷ó 2 і çà ëåìîþ 1 íå ìîæå áóòè òî÷íèì êâàä ðàòîì.

Âіäïîâіäü. Íі.

Приклад 12  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî âèäó 4à + 3 íå ìîæíà 
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ êâàä ðàòіâ.
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Розв’язання
Ïðè äіëåííі ÷èñëà 4à + 3 íà 4 â îñòà÷і ìàєìî 3. Íåõàé 

çàäàíå ÷èñëî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ êâàä-
ðàòіâ. Çà ëåìîþ 1 ïðè äіëåííі ñóìè äâîõ êâàäðàòіâ íà 4 îòðè-
ìàєìî îñòà÷ó àáî 0, àáî 1, àáî 2 (à íå 3). Ìàєìî ïðîòèðі÷-
÷ÿ – çàäàíå ÷èñëî íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ 
êâàä ðàòіâ. 

Ù. â. ä.

Приклад 13  Çíàéäіòü óñі ïðîñ òі ÷èñëà ð, ùîá ÷èñëî 8ð2 + 1 
áóëî òåæ ïðîñòèì.
Розв’язання

Ðîçãëÿíåìî îñòà÷і r âіä äіëåííÿ ÷èñëà ð2 íà 3. Çà ëåìîþ 1 
ìàєìî äâà âèïàäêè.

1) r = 0. Öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó ð = 3 (ð – ïðîñòå). 
Òîäі 8ð2 + 1 = 73 – ÷èñëî ïðîñòå.

2) r = 1. Òîäі ÷èñëî 8ð2 + 1 êðàòíå ÷èñëó 3 і íå ìîæå áóòè 
ïðîñòèì.

Âіäïîâіäü. ð = 3.

Приклад 14  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 
18x2 – 98y2 = 2011.

Розв’язання
Ïåðåïèøåìî çàäàíå ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі 

20x2 – 96y2 – 2008 = 2x2 + 2y2 + 3.

Ëіâà ÷àñòèíà îñòàííüîї ðіâíîñòі êðàòíà ÷èñëó 4, à ïðàâà 
(çà ëåìîþ 1) íå ìîæå äіëèòèñÿ íà 4. 

Âіäïîâіäü. Ðіâíÿííÿ ðîçâ’ÿçêіâ íå ìàє.

Íàâåäåìî ùå êіëüêà êîðèñíèõ ëåì. (Óñі âîíè äîâîäÿòüñÿ 
äóæå ëåãêî, ïðîïîíóєìî çðîáèòè öå ñàìîñòіéíî.)

Ëåìà 2. Êâàäðàò ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 5 äàє îñòà÷і {0, 1, 4}.
Ëåìà 3. Êâàäðàò ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 7 äàє îñòà÷і {0, 1, 4, 2}.
Ëåìà 4. Êâàäðàò ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 8 äàє îñòà÷і {0, 1, 4}.
Ëåìà 5. Êóá ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 7 äàє îñòà÷і {0, 1, 6}.
Ëåìà 6. Êóá ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 9 äàє îñòà÷і {0, 1, 8}.
Ëåìà 7. ×åòâåðòèé ñòåïіíü ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 5 äàє îñòà÷і 

{0, 1}.
Ëåìà 8. Øîñòèé ñòåïіíü ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 7 äàє îñòà÷і {0, 1}.
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Приклад 15  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  íå ìîæå áóòè øîñ-
òèì ñòåïåíåì öіëîãî ÷èñëà ïðè æîäíîìó íàòóðàëüíîìó n.

Розв’язання
(Ëåìà 5) ×èñëî  ïðè äіëåííі íà 7 ìîæå äàâàòè îñòà-

÷і 3, 2 àáî 4, à øîñòèé ñòåïіíü ïðè äіëåííі íà 7 ìîæå äàâàòè 
îñòà÷і 0 àáî 1 (ëåìà 7). Ðіâíіñòü ìіæ íèìè íåìîæëèâà.

Ù. â. ä.

Приклад 16  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ .

Розв’язання
Ïðåäñòàâèìî äàíå ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі .
Çâіäñè ÷èñëî  êðàòíå ÷èñëó 7, îòæå,  ïðè äіëåííі 

íà 7 ìàє äàâàòè îñòà÷ó 3, ùî íåìîæëèâî (ëåìà 3).
Âіäïîâіäü. Ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.

Приклад 17  Äîâåäіòü, ùî íіÿêå ÷èñëî âèäó 8n + 7 íå ìîæ-
íà çàïèñàòè ó âèãëÿäі ñóìè êâàä ðàòіâ òðüîõ öіëèõ ÷èñåë. 

Розв’язання
Çà ëåìîþ 4 êâàä ðàò ÷èñëà ïðè äіëåííі íà 8 ìîæå äàâàòè 

îñòà÷і 0, 1 àáî 4. Îòæå, ñóìà òðüîõ êâàä ðàòіâ ïðè äіëåííі íà 8 
íå ìîæå äàâàòè 7. 

Ù. â. ä. 

АЛГОРИТМ ЕВКЛІДА
Ó § 1 ìè îáãîâîðþâàëè ïîíÿòòÿ íàéáіëüøîãî ñïіëüíîãî 

äіëüíèêà äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (ÍÑÄ). Ùîá éîãî çíàéòè, 
äîñòàòíüî çàïèñàòè ðîçêëàä äàíèõ ÷èñåë íà ïðîñ òі ìíîæíè-
êè (ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ) é âçÿòè їõ ñïіëüíó ÷àñòèíó (ñ. 10). 
Ïðîòå äëÿ áіëüøîñòі ÷èñåë òàêà ïðîöåäóðà äóæå ãðîìіçäêà і 
ïðàêòè÷íî íåìîæëèâà. Ñïðîáóéòå, íàïðèêëàä, òàêèì ñïîñî-
áîì çíàéòè ÍÑÄ ÷èñåë 1 381 955 і 690 713. Ïðîòå іñíóє àëãî-
ðèòì Åâêëіäà, ùî äîïîìàãàє ëåãêî ðîçâ’ÿçóâàòè òàêі çàäà÷і.

Àëãîðèòì  Åâêë іäà. Íàéáіëüøèé ñïіëüíèé äіëüíèê ÷è-
ñåë à і b (a > b) äîðіâíþє íàéáіëüøîìó ñïіëüíîìó äіëüíèêó 
÷èñëà b òà îñòà÷і âіä äіëåííÿ a íà b.

Íàïðèêëàä, ÍÑÄ (368; 161) = ÍÑÄ (161; 46) = ÍÑÄ (46; 23) =
= 23.

Ïðàâèëüíіñòü öüîãî òâåðäæåííÿ ëåãêî äîâåñòè, ñïèðàþ-
÷èñü íà âëàñòèâîñòі ÷èñåë 1–3 (§ 1, ñ. 6) і ïîíÿòòÿ îñòà÷і.
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Ñïðàâäі, íåõàé a = qb + r. Êîæåí ñïіëüíèé äіëüíèê ÷èñåë 
à і b є äіëüíèêîì ÷èñëà à – b. Îòæå, ìíîæèíà ñïіëüíèõ äіëü-
íèêіâ ÷èñåë à, b і à – b çáіãàєòüñÿ, òîäі çáіãàþòüñÿ і їõíі íàé-
áіëüøі åëåìåíòè, òîáòî ÍÑÄ (à; b) = ÍÑÄ (à – b; b). 

ßêùî ïîâòîðèòè âêàçàíèé êðîê q ðàçіâ, îòðèìàєìî 
ÍÑÄ (qb + r; b) = ÍÑÄ (r; b), òîáòî ïðàâèëüíіñòü àëãîðèòìó 
Åâêëіäà.

Приклад 18  Çíàéäіòü ÍÑÄ (1 381 955; 690 713).

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî øóêàíå ÷èñëî ÿê A і ñêîðèñòàєìîñÿ àëãîðèò-

ìîì Åâêëіäà.
1) 1 381 955 : 690 713 = 2 (îñò. 529), A = ÍÑÄ (690 713; 529); 
2) 690 713 : 529 = 1305 (îñò. 368),  A = ÍÑÄ (529; 368);
3) 529 : 368 = 1 (îñò. 161),         A = ÍÑÄ (368; 161);
4) 368 : 161 = 2 (îñò. 46),          A = ÍÑÄ (161; 46);
5) 161 : 46 = 3 (îñò. 23),           A = ÍÑÄ (46; 23) = 23. 
Âіäïîâіäü. 23.

Приклад 19  Äîâåäіòü, ùî äðіá  íåñêîðîòíèé äëÿ 

âñіõ .
Розв’язання

Ñêîðèñòàєìîñÿ àëãîðèòìîì Åâêëіäà:
ÍÑÄ (30n + 2; 12n + 1) = ÍÑÄ (12n + 1; 6n) = ÍÑÄ (6n; 1) = 1.
Ù. â. ä.

ЗАВДАННЯ 6
1. ßêó îñòà÷ó ìàєìî ïðè äіëåííі:
    à) 1005 íà 13;    á) 1001 íà 11;     â) 1111 íà 37;
    ã) –150 íà 19;     ä) –54 321 íà 4?
2. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëà ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 11:
 à) 104 і 106; á) 105 і –1.
3. ßêå íàéáіëüøå іç ÷èñåë, ìåíøèõ âіä 2012, ïðè äіëåííі 

íà 11 äàє îñòà÷ó 8?
4. Çíàéäіòü íàéáіëüøå ÷îòèðèöèôðîâå ÷èñëî, ùî äіëèòüñÿ 

íà 29.
5. Â îäíîìó ç ïіä’їçäіâ âîñüìèïîâåðõîâîãî áóäèíêó íà ïåð-

øîìó ïîâåðñі çíàõîäÿòüñÿ êâàðòèðè âіä № 97 äî № 102. 
Íà ÿêîìó ïîâåðñі і â ÿêîìó (çà íîìåðîì) ïіä’їçäі çíàõî-
äèòüñÿ êâàðòèðà № 178, ÿêùî íà âñіõ ïîâåðõàõ ó âñіõ 
ïіä’їçäàõ îäíàêîâà êіëüêіñòü êâàðòèð? 
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6*. Áóëî 7 àðêóøіâ ïàïåðó. Äåÿêі іç öèõ àðêóøіâ ðîçðіçàþòü 
íà 7 ÷àñòèí êîæíèé. Ïіñëÿ òîãî äåÿêі ç óòâîðåíèõ ïà-
ïåðіâ çíîâó ðîçðіçàþòü íà 7 ÷àñòèí і òàê ðîáëÿòü êіëüêà 
ðàçіâ. ×è ìîæíà îòðèìàòè â ðåçóëüòàòі òàêîãî ðîçðіçàííÿ 
2012 ÷àñòèí?

7. ßêó îñòà÷ó (äëÿ êîæíîãî n ∈ N) ìàєìî ïðè äіëåííі:
 à) 2n + 5 íà 2n + 3;   á) 4n + 7 íà 2n + 1;
 â) 2n2 + 5n – 3 íà n + 4;  ã) n2 + 1 íà 4?
8*. Íà ñòîëі ëåæàòü êíèæêè. ßêùî їõ ñïàêóâàòè ïî 4, ïî 5 

àáî ïî 6 êíèæîê ó ïà÷êó, òî êîæíîãî ðàçó çàëèøèòüñÿ 
îäíà êíèæêà, à ÿêùî ñïàêóâàòè ïî 7 êíèæîê ó ïà÷êó, òî 
çàéâèõ êíèæîê íå çàëèøèòüñÿ. ßêà íàéìåíøà êіëüêіñòü 
êíèæîê ìîæå áóòè íà ñòîëі? 

9. ×è ïðàâèëüíèì є òâåðäæåííÿ:
à) ÿêùî à ïðè äіëåííі íà 4 äàє îñòà÷ó 3, òî ïðè äіëåííі à 

íà 2 òàêîæ ìàєìî îñòà÷ó 3; 
á) ÿêùî à ïðè äіëåííі íà 4 äàє îñòà÷ó 3, òî ïðè äіëåííі à 

íà 8 òàêîæ ìàєìî îñòà÷ó 3;
â) ÿêùî à ïðè äіëåííі íà 15 äàє îñòà÷ó 7, òî ïðè äіëåííі 

íà 5 âîíî íå ìîæå ìàòè îñòà÷ó 3;
ã) ÿêùî à ïðè äіëåííі íà 15 äàє îñòà÷ó 3, òî ïðè äіëåííі 

íà 9 âîíî ìîæå ìàòè îñòà÷ó 6?
10. ×è ìîæå êâàä ðàòíå ðіâíÿííÿ  іç öіëèìè êîåôі-

öієíòàìè ìàòè äèñêðèìіíàíò, ùî äîðіâíþє 23? 
11. Äîâåäіòü, ùî êâàä ðàò äîâіëüíîãî íåïàðíîãî ÷èñëà і ÷èñëî 9 

ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 8. 
12. Äîâåäіòü, ùî äîâіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî і êóá öüîãî ÷èñ-

ëà ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 6. 
13. Äîâåäіòü, ùî íàòóðàëüíі ÷èñëà 11n і n3 ïðè äіëåííі íà 6 

äàþòü îäíàêîâі îñòà÷і.
14. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ïðè ÿêèõ 

 äіëèòüñÿ íà n + 5 áåç îñòà÷і. 
15. Âіäîìî, ùî ÷èñëà n і 6 – âçàєìíî ïðîñòі. Äîâåäіòü, ùî 

÷èñëî  ïðè äіëåííі íà 24 äàє îñòà÷ó 1.
16. Äîâåäіòü, ÿêùî ñóìà êâàä ðàòіâ äâîõ öіëèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ 

íà 7, òî êîæíå іç öèõ ÷èñåë êðàòíå ÷èñëó 7.
17*. Çíàéäіòü óñі ïðîñ òі ÷èñëà p, äëÿ ÿêèõ ÷èñëî  òåæ 

áóäå ïðîñòèì.
18*. Çíàéäіòü òàêå ïðîñòå ÷èñëî p, ùîá ÷èñëî 6ð2 + 1 òåæ 

áóëî ïðîñòèì.
19*. ×èñëà ð, 2ð + 1, 4ð + 1 – ïðîñòі. Çíàéäіòü ð. 

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   84Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   84 12.11.2013   16:16:4312.11.2013   16:16:43



85

20*. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ n, ïðè ÿêèõ ÷èñëà n, n + 21, 
n + 29 áóäóòü ïðîñòèìè.

21. Äîâåäіòü, ùî íå іñíóє íàòóðàëüíèõ ÷èñåë à і b òàêèõ, ùî 
.

22. Äîâåäіòü, ùî íå іñíóє íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, äëÿ ÿêîãî 
 äіëèòüñÿ íà 9.

23. Äîâåäіòü, ùî  äіëèòüñÿ íà 5 ïðè äîâіëüíîìó çíà-
÷åííі íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. 

24. ×è ìîæå ñóìà öèôð òî÷íîãî êâàä ðàòà äîðіâíþâàòè 2012?
25. Ó äâàíàäöÿòèöèôðîâîìó ÷èñëі öèôðè 2 і 9 çóñòðі÷àþòüñÿ 

äâі÷і, à âñі іíøі öèôðè – ïî îäíîìó ðàçó. ×è ìîæå òàêå 
÷èñëî áóòè òî÷íèì êâàä ðàòîì? 

26*. ßêі ç òðüîõ ïðîñòèõ ÷èñåë 1073, 1979 і 1987 ìîæíà 
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ êâàä ðàòіâ? Çíàéäіòü 
òàêå ïðåäñòàâëåííÿ.

27*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî ð і ð2 + 2 – ïðîñ òі ÷èñëà і ð > 2, òî 
ð3 + 2 òåæ ïðîñòå ÷èñëî.

28*. Äîâåäіòü, ùî êâàä ðàò áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ð > 3 
ïðè äіëåííі íà 12 äàє â îñòà÷і 1.

29*. Äâîє ãðàþòü ó ãðó. Ïåðøèé íàçèâàє äîâіëüíå ÷èñëî âіä 
1 äî 5. Ïîòіì äðóãèé äîäàє äî öüîãî ÷èñëà äîâіëüíå öіëå 
÷èñëî âіä 1 äî 5. Ïіñëÿ öüîãî ïåðøèé äî îòðèìàíîї ñóìè 
äîäàє çíîâó äîâіëüíå ÷èñëî âіä 1 äî 5 і ò. ä. Âèãðàє òîé, 
õòî ïåðøèì îòðèìàє ÷èñëî 50. Õòî âèãðàє çà ïðàâèëü-
íîї ñòðàòåãії ãðè: òîé, õòî ïî÷èíàє, ÷è éîãî ñóïðîòèâíèê? 
ßêîþ ïîâèííà áóòè ïðàâèëüíà ñòðàòåãіÿ?

30*. Ðîçâ’ÿæіòü ïîïåðåäíþ çàäà÷ó çà óìîâè, ùî òðåáà îòðè-
ìàòè ÷èñëî n.

31. Çíàéäіòü ÍÑÄ (16 484; 42 282). 

32. Äîâåäіòü, ùî ïðè âñіõ n ∈ N, äðіá  є íåñêîðîòíèì. 

33*. Äîâåäіòü, ùî ÍÑÄ (2n – 1; 2m – 1) = 2ÍÑÄ (m; n).
34*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëà 2m – 1 і 2n – 1 âçàєìíî ïðîñòі òîäі é 

òіëüêè òîäі, êîëè ÷èñëà n і m є âçàєìíî ïðîñòèìè.

§ 7*. Арифметика остач за модулем
Ó öüîìó ïàðàãðàôі ìè ðîçãëÿäàòèìåìî àðèôìåòèêó îñòà÷ 

âіä äіëåííÿ íà ÷èñëî m (êàæóòü: çà ìîäóëåì m), ùî є ïðè-
ðîäíèì ïðîäîâæåííÿì і óçàãàëüíåííÿì ìàòåðіàëó ïîïåðåä-
íüîãî ïàðàãðàôà. 
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Òîé, õòî îïðàöþє ïðîïîíîâàíèé ìàòåðіàë, çìîæå ðîçâ’ÿçó-
âàòè çíà÷íî øèðøèé ñïåêòð çàäà÷ íà ïîäіëüíіñòü і її âèêî-
ðèñòàííÿ, ëàêîíі÷íî çàïèñóâàòè ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàâäàíü. 

Äëÿ òîãî, õòî çàñâîїòü ïðîïîíîâàíó äàëі ìàòåìàòè÷íó 
ìîâó, ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïіäâèùåíîї ñêëàäíîñòі áóäå çíà÷-
íî ëåãøèì, íіæ ðîçâ’ÿçóâàííÿ òðàäèöіéíèõ çàäà÷ ïîïåðåä-
íüîãî ïàðàãðàôà. 

ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ
Ç îçíà÷åííÿ äіëåííÿ ç îñòà÷åþ (äèâ. § 6, ñ. 75) âèïëèâàє, 

ùî îñòà÷åþ âіä äіëåííÿ äîâіëüíîãî öіëîãî ÷èñëà íà íàòóðàëü-
íå ÷èñëî n, є íåâіä’єìíå öіëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùóє n – 1. 

×èñëà à, à + n, a + 2n, ..., a + kn, äå , ìàþòü îäíàêî-
âі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà n. Òîáòî êîæíіé îñòà÷і ïðè äіëåííі 
íà êîíêðåòíå ÷èñëî n âіäïîâіäàє ïåâíà ìíîæèíà ÷èñåë (çðî-
çóìіëî, ùî їõ íåñêіí÷åííî áàãàòî).

Çàïèøåìî, íàïðèêëàä, îñòà÷і âіä äіëåííÿ íà 7 ÷èñåë {0, 1, 
2, 3, ...} ó âèãëÿäі òàáëèöі. Ó ñòîâï÷èê ïіä çíà÷åííÿì îñòà÷і 
âèïèøåìî ÷èñëà, ùî їé âіäïîâіäàþòü.

Òàáëèöÿ 1

 Íîìåð 
ðÿäêà k

 Îñòà÷à âіä äіëåííÿ íà 7
0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6
1 7 8 9 10 11 12 13
2 14 15 16 17 18 19 20
3 21 22 23 24 25 26 27
4 28 29 30 31 32 33 34
5 35 36 37 38 39 40 41
... ... ... ... ... ... ... ...
k 7k 7k + 1 7k + 2 7k + 3 7k + 4 7k + 5 7k + 6

... ... ... ... ... ... ... ...

Óñі ÷èñëà ïåðøîãî ñòîâï÷èêà äіëÿòüñÿ íà 7 áåç îñòà÷і (òîá-
òî îñòà÷à äîðіâíþє 0). Їõ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäі 7k, äå 
k – íîìåð ðÿäêà. 

ßêùî äî êîæíîãî ÷èñëà ïåðøîãî ñòîâï÷èêà äîäàòè 1, òî 
îòðèìàєìî 7k + 1 – ÷èñëà äðóãîãî ñòîâï÷èêà, ÿêі ïðè äіëåííі 
íà 7 äàþòü îñòà÷ó 1. 

Àíàëîãі÷íî, òðåòіé ñòîâï÷èê âèçíà÷àєòüñÿ ôîðìóëîþ 7k +
+ 2, ÷åòâåðòèé – 7k + 3, ï’ÿòèé – 7k + 4, øîñòèé – 7k + 5, 
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îñòàííіé 7k + 6. Îòæå, ðÿäîê ç äîâіëüíèì íîìåðîì k ìàє âè-
ãëÿä:

7k, 7k + 1, 7k + 2, 7k + 3, 7k + 4, 7k + 5, 7k + 6.

Îòæå, óñі ÷èñëà ïåðøîãî ñòîâï÷èêà äàþòü ïðè äіëåí-
íі íà 7 îñòà÷ó 0, äðóãîãî – 1, òðåòüîãî – 2, ÷åòâåðòîãî – 3, 
ï’ÿòîãî – 4, øîñòîãî – 5, ñüîìîãî – 6.

Òåïåð ðîçøèðèìî òàáëèöþ âіä’єìíèìè ÷èñëàìè ó ðÿäêàõ 
ç âіä’єìíèìè íîìåðàìè.

Òàáëèöÿ 2

 Íîìåð 
ðÿäêà k

 Îñòà÷à âіä äіëåííÿ íà 7
0 1 2 3 4 5 6

k < 0 7k 7k + 1 7k + 2 7k + 3 7k + 4 7k + 5 7k + 6

... ... ... ... ... ... ... ...
–3 –21 –20 –19 –18 –17 –16 –15
–2 –14 –13 –12 –11 –10 –9 –8
–1 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1
0 0 1 2 3 4 5 6
1 7 8 9 10 11 12 13
2 14 15 16 17 18 19 20
3 21 22 23 24 25 26 27
... ... ... ... ... ... ... ...

Ìàєìî, ùî âñі öіëі ÷èñëà ìîæíà ïîäіëèòè íà 7 êëàñіâ – 
ñòîâï÷èêіâ òàáëèöі 2. Áóäåìî ïîçíà÷àòè öі êëàñè çà їõ îñòà-
÷åþ ïðè äіëåííі íà 7: K0, K1, K2, K3, K4, K5, K6. Òîáòî õà-
ðàêòåðèñòèêîþ êîæíîãî іç öèõ êëàñіâ Kr є îäíà і òà ñàìà 
îñòà÷à r ïðè äіëåííі íà 7.

Óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ îñòà÷і є ïîíÿòòÿ êëàñіâ öіëèõ ÷è-
ñåë Kr ó âèïàäêó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, äå .

Çàôіêñóєìî òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ÿêå äàëі áóäåìî íà-
çèâàòè ìîäóëåì. Äëÿ êîæíîãî  âèçíà÷èìî 
êëàñ Kr ÿê ìíîæèíó âñіõ öіëèõ ÷èñåë, ùî äàþòü îäíó é òó 
ñàìó îñòà÷ó r ïðè äіëåííі íà ÷èñëî n. 

Òîäі äëÿ ìîäóëÿ n óñі öіëі ÷èñëà ðîçïîäіëÿòüñÿ ïî êëàñàõ: 
K0, K1, ..., Kn–1. Öі êëàñè ïðèéíÿòî íàçèâàòè êëàñàìè ëèø-
êіâ çà ìîäóëåì n.

Áóäåìî êàçàòè, ùî öіëі ÷èñëà à і b ïîðіâíþâàíі çà ìîäó-
ëåì n, ÿêùî à і b íàëåæàòü îäíîìó êëàñó ëèøêіâ çà öèì 
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ìîäóëåì (ìàþòü îäíàêîâó îñòà÷ó ïðè äіëåííі íà íàòóðàëüíå 

÷èñëî n). Çàïèñóþòü öå òàê:  àáî , і òàêèé çà-

ïèñ íàçèâàþòü ïîðіâíÿííÿì. 
ßêùî ÷èñëà à і b ìàþòü ðіçíі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà n, òî 

öå çàïèñóþòü ÿê  àáî . 
Íàïðèêëàä, , áî ÷èñëà 14 і 0 äіëÿòüñÿ íà 7 ç 

îäíàêîâîþ îñòà÷åþ 0. Òîáòî ÷èñëà 14 і 0 ïîðіâíþâàíі çà ìî-
äóëåì 7. 

×èñëà 15 і 14 íå ïîðіâíþâàíі çà ìîäóëåì 7, òîáòî 
, áî їõíі îñòà÷і âіä äіëåííÿ íà 7 ðіçíі (âіäïîâіä-

íî 1 і 0).

Çàóâàæèìî î÷åâèäíі ôàêòè, ÿêі ÷àñòî є êëþ÷åì äî ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷. 
 • ×èñëà à і a % kb ( ) ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè 

äіëåííі íà b. Òîáòî  a % kb.

Íàïðèêëàä: .

 • ßêùî  ñ, òî  ñ – b. 

Íàïðèêëàä: .
 • ßêùî ç äâîõ ÷èñåë à і b, ùî ïîðіâíþþòüñÿ çà ìîäóëåì n, 

îäíå, íàïðèêëàä b, є íåâіä’єìíèì ÷èñëîì, ìåíøèì âіä n, 
òî ÷èñëî b є îñòà÷åþ âіä äіëåííÿ à íà n. Òîáòî , 
äå k ∈ Z, 0 J b < n, b – îñòà÷à. 

Íàïðèêëàä, ÿêùî , òî 1 – îñòà÷à âіä äіëåííÿ 10 íà 3: 
.

 • Îñòà÷à íå ìîæå áóòè âіä’єìíîþ.
 • Îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà íàòóðàëüíå ÷èñëî ìàþòü 

íå òіëüêè íàòóðàëüíі ÷èñëà.

Приклад 1  Çíàéäіòü óñі ÷èñëà n, ÿêі çà ìîäóëåì 3 ïîðіâ-
íþâàíі іç ÷èñëîì 10. 

Розв’язання
Ìàєìî , 1 . Îòæå, n = 3k + 1, äå k ∈ Z.
Âіäïîâіäü. n = 3k + 1, äå k ∈ Z.

ßê ìè áà÷èëè â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôі, âëàñòèâîñòі 
îñòà÷ âèêîðèñòîâóþòü ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі ðіçíîìàíіòíèõ çà-
äà÷. Ñôîðìóëþєìî öі âëàñòèâîñòі ìîâîþ ïîðіâíÿíü. 
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ВЛАСТИВОСТІ ПОРІВНЯНЬ
Óñі âëàñòèâîñòі ïîðіâíÿíü, ùî ìè íàâåäåìî äàëі, ëåãêî äî-

âåñòè, ñïèðàþ÷èñÿ íà âëàñòèâîñòі ïîäіëüíîñòі, ÿêі áóëî ðîç-
ãëÿíóòî ó § 1, òà âëàñòèâîñòі îñòà÷, ç ÿêèìè ìè ïðàöþâàëè ó 
ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôі. 

1. ßêùî , òî , òîáòî ÿêùî ÷èñëà à і b ìàþòü 
îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà n, òî ðіçíèöÿ à – b äі-
ëèòüñÿ íà n áåç îñòà÷і. Ïðàâèëüíèì є і îáåðíåíå òâåð-
äæåííÿ. Òîáòî

  .

Íàâåäåìî ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ öієї âëàñòèâîñòі. 

Приклад 2  Äîâåäіòü äëÿ äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n:

.
Розв’язання

, òîäі  і . 
Ù. â. ä.

2. ßêùî  і , òî .
3. (Äîäàâàííÿ ïîðіâíÿíü.) ßêùî  і , òî , 

. Ïîðіâíÿííÿ çà îäíèì і òèì ñàìèì ìîäóëåì 
ìîæíà äîäàâàòè і âіäíіìàòè.

4. Íàñë іäîê. ßêùî , òî  і . Äî 
îáîõ ÷àñòèí ïîðіâíÿííÿ ìîæíà äîäàòè (âіäíÿòè) îäíå é 
òå ñàìå ÷èñëî.

5. (Äîáóòîê ïîðіâíÿíü.) ßêùî  і , òî .
6. Íàñë іäîê. Îáèäâі ÷àñòèíè ïîðіâíÿííÿ ìîæíà ìíîæè-

òè íà îäíå é òå ñàìå ÷èñëî: 

ÿêùî , òî .
7. Íàñë іäîê. Îáèäâі ÷àñòèíè ïîðіâíÿííÿ ìîæíà ïіäíîñè-

òè äî îäíîãî é òîãî ñàìîãî ñòåïåíÿ: 

ÿêùî , òî .
Çàóâàæåííÿ. Òâåðäæåííÿ (7) є ïðàâèëüíèì äëÿ ïіäíå-

ñåííÿ äî ñòåïåíÿ, àëå éîãî íå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ çíà-
õîäæåííÿ êîðåíÿ ÷èñëà (îáåðíåíå äî (7)).
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 • Àíàëіçóþ÷è ïîðіâíÿííÿ çà ìîäóëåì n áóäü-ÿêîãî àëãåáðà-
ї÷íîãî âèðàçó, îòðèìàíîãî äëÿ öіëèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ 
äіé äîäàâàííÿ, âіäíіìàííÿ і ìíîæåííÿ, ìîæíà çàìіíþâà-
òè öі ÷èñëà íà ÷èñëà, ïîðіâíþâàíі їì çà ìîäóëåì n, – ðå-
çóëüòàò íå çìіíèòüñÿ. 

Приклад 3  Çíàéäіòü îñòà÷ó âіä äіëåííÿ 6100 íà 7.

Розв’язання

Ñêîðèñòàєìîñÿ òèì, ùî . Ïіñëÿ ïіäíåñåííÿ ïîðіâíÿí-

íÿ äî ñòåïåíÿ 100 ìàєìî: , òîáòî .
Âіäïîâіäü. 1.

Приклад 4  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî 1316 – 219 ⋅ 593 äіëèòüñÿ íà 3.

Розв’язання
×èñëî 13 – 1 äіëèòüñÿ íà 3. Òîäі  і  (çà âëàñòè-

âіñòþ 6). 

Àíàëîãі÷íî: ,  і , . 

Òîäі  і 1316 – 219 ⋅ 593 .
Ù. â. ä.
À òåïåð ñïðîáóéòå äîâåñòè òå ñàìå áåç ïîðіâíÿíü! 

Приклад 5  Çíàéäіòü îñòà÷і âіä äіëåííÿ íà 3 ÷èñåë 2n2 + 1, 
äå n ∈ N.

Розв’язання

1) Íåõàé , òîäі , , .

2) Íåõàé  àáî . Òîäі  àáî , 

 àáî  і .

Ìàєìî: ,  .
Âіäïîâіäü. Îñòà÷à âіä äіëåííÿ íà 3 ÷èñëà 2n2 + 1, äå n ∈ N, 

äîðіâíþє 1, ÿêùî n êðàòíå 3, і äîðіâíþє 0, ÿêùî n íå êðàòíå 3.

Приклад 6  Çíàéäіòü óñі ïðîñ òі ÷èñëà ð, äëÿ ÿêèõ 2ð2 + 1 є 
ïðîñòèì ÷èñëîì.
Розв’язання

Ç ïðèêëàäó 5 ìàєìî, ùî ïðè âñіõ p ≠ 3 ÷èñëà 2ð2 + 1 êðàò-
íі ÷èñëó 3 і íå ìîæóòü áóòè ïðîñòèìè. 
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Ïðè ð = 3 ìàєìî 2ð2 + 1 = 19 – ïðîñòå ÷èñëî.
Âіäïîâіäü. ð = 3.

Приклад 7  ×è іñíóє òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî 
n2 = 20112011 + 20052005?

Розв’язання
×èñëà 2010 і 2004 êðàòíі ÷èñëó 3. Òîäі  і . 

Çâіäñè  і ,  , àëå ïî-

ðіâíþâàííÿ êâàä ðàòà ÷èñëà çà ìîäóëåì 3 íå ìîæå äîðіâíþâà-
òè 2 (íå ìîæå ïðè äіëåííі íà 3 ìàòè îñòà÷ó 2, äèâ. ëåìó 1 ó 
§ 6, ñ. 80). 

Âіäïîâіäü.  ∅.
Ñôîðìóëþєìî ëåìè, íàâåäåíі ó § 6, ìîâîþ ïîðіâíÿíü. 

Ëåìà 1. Êâàäðàò ÷èñëà çà ìîäóëåì 3 (çà ìîäóëåì 4) ïîðіâ-
íþâàíèé ç îäíèì іç ÷èñåë {0; 1}.

Ëåìà 2. Êâàäðàò ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 7 ç îäíèì 
іç ÷èñåë {0, 1, 2, –3}.

Ëåìà 3. Êâàäðàò ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 5 ç îäíèì 
іç ÷èñåë {0, 1, –1}.

Ëåìà 4. Êâàäðàò ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 8 ç îäíèì 
іç ÷èñåë {0, 1, 4}.

Ëåìà 5. Êóá ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 7 ç îäíèì іç 
÷èñåë {0, 1, –1}.

Ëåìà 6. Êóá ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 9 ç îäíèì іç 
÷èñåë {0, 1, –1}.

Ëåìà 7. ×åòâåðòèé ñòåïіíü ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 5 
ç îäíèì іç ÷èñåë {0, 1}.

Ëåìà 8. Øîñòèé ñòåïіíü ÷èñëà ïîðіâíþâàíèé çà ìîäóëåì 8 ç 
îäíèì іç ÷èñåë {0, 1}.

Приклад 8  ×è ìîæå áóòè ïîâíèì êâàä ðàòîì ÷èñëî 7m + 7n, 
äå m і n öіëі íåâіä’єìíі ÷èñëà?

Розв’язання
Ñêîðèñòàєìîñÿ òèì, ùî 7k  1k. Òîäі 7m+ 7n  1m+ 1n = 2. 

Àëå êâàä ðàò ÷èñëà çà ìîäóëåì 3 íå ìîæå áóòè ïîðіâíþâàíèé 
ç 2 (çà ëåìîþ 1).

Âіäïîâіäü. Íі.
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Приклад 9  Ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n ÷èñëî 8n + 3 äіëèòüñÿ 
íà 13?

Розв’язання

Íåõàé 8n + 3  0. Òîäі 8n  –3, . Âðàõóєìî, ùî 

65 = . Òîäі: 65n  0, –n  –24  –11 і n  11. Ìàєìî n =
= 13m + 11.

Âіäïîâіäü. n = 13m + 11.
Çàóâàæåííÿ. Çâåðíіòü óâàãó, ùî ó ïðèêëàäі 9 ìè ðîç-

â’ÿçàëè ïîðіâíÿííÿ 8n  –3 ïðîñòèì ïіäáîðîì çðó÷íîãî 
ìíîæíèêà.

Приклад 10  ×è ìîæíà ÷èñëî  çàïèñàòè ó âèãëÿäі 

ñóìè òðüîõ êâàä ðàòіâ?

Розв’язання

  111, áî 1000 e 8. Ìàєìî 111  7 (áî 104 e 8) і çà 

ëåìîþ 4 çàäàíå ÷èñëî íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè 
òðüîõ êâàä ðàòіâ.

Âіäïîâіäü. Íі.

Приклад 11*  Çíàéäіòü îñòà÷ó âіä äіëåííÿ ÷èñëà N =
= (12 + 1)(22 + 1)(32 + 1)...(10002 + 1) íà 3. 

Розв’язання
Ñåðåä ïåðøèõ 1000 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìàєìî 334 ÷èñëà, 

ïîðіâíþâàíèõ çà ìîäóëåì 3 ç 1; 333 ÷èñëà, ïîðіâíþâàíèõ çà 
ìîäóëåì 3 ç 2; 333 ÷èñëà, ïîðіâíþâàíèõ çà ìîäóëåì 3 ç 3. Äî 

òîãî âðàõóєìî, ùî , 32 + 1 . Òîäі ìàєìî 

N  (12 + 1)334 ⋅ (22 + 1)333 ⋅ (32 + 1)333  2334 ⋅ 2333 ⋅ 1333  2667 

 2 ⋅ (22)333  2⋅ 1333  2.
Âіäïîâіäü. 2.

Äîâåäåìî ùå îäíó âàæëèâó âëàñòèâіñòü ñòîñîâíî äіëåííÿ 
ïîðіâíÿíü.
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8. ßêùî , äå k і n – âçàєìíî ïðîñ òі ÷èñëà, òî .
Доведення

Îñêіëüêè , òî , . Òîäі, âðàõîâóþ÷è, 
ùî k і n – âçàєìíî ïðîñ òі ÷èñëà, ìàєìî , òîáòî .

Ù. â. ä. 
Íàïðèêëàä: 

1) , ;  2) , àëå 3 . 
Ïðîòå ïðàâèëüíèì áóäå òàêå òâåðäæåííÿ (äîâåäіòü éîãî 

ñàìîñòіéíî).

9. ßêùî , òî . 

Íàïðèêëàä, , . 

Приклад 12  Ðîçâ’ÿæіòü ïîðіâíÿííÿ 32n  7.

Розв’язання
Îñêіëüêè 32  –5, òî çàäàíå ïîðіâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâè-

òè ó âèãëÿäі –5n  7, 5n  –7  30. 

Ìàєìî . Òîäі n  6 (çà âëàñòèâіñòþ 8).

Âіäïîâіäü. n  6.

ßê ìè âæå çàçíà÷àëè ðàíіøå, ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі ïîðіâ-
íÿíü іíîäі äîöіëüíî ïîìíîæèòè ïðàâó é ëіâó ÷àñòèíè íà 
îäíå é òå ñàìå ÷èñëî.

Приклад 13  Ðîçâ’ÿæіòü ïîðіâíÿííÿ 11õ  15.

Розв’язання
Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî 112 ïðè äіëåííі íà 24 ìàє îñòà÷ó 1. 

Ïîìíîæèìî ïðàâó é ëіâó ÷àñòèíè äàíîãî ïîðіâíÿííÿ íà 11, 
ìàєìî:

121 õ  165, õ  –3.

Âіäïîâіäü. õ  –3.

Ç’ÿñóєìî ùå îäíå ïðàâèëî ñêîðî÷åííÿ äëÿ ïîðіâíÿíü. Äëÿ 
öüîãî çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà, ïîðіâíþâàíі çà ìîäóëåì, âіäðіç-
íÿþòüñÿ íà ÷èñëî, êðàòíå ìîäóëþ. Òîáòî ÿêùî , òî 
a = kn + b. Â îñòàííüîìó ñïіââіäíîøåííі ìîæíà ñêîðîòèòè íà 
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ñïіëüíèé ìíîæíèê ÷èñåë a, n і b (ÿêùî âіí іñíóє). Îòæå, 
ÿêùî ÍÑÄ (a, n, b) = c (ÿêùî ñ ≠ 1), òî ïîðіâíÿííÿ ìîæíà 
ñêîðîòèòè íà c.

10. ßêùî ÷èñëà a, n і b ó ïîðіâíÿííі  ìàþòü ñïіëüíèé 
ìíîæíèê c, òî ïðàâèëüíèì áóäå ïîðіâíÿííÿ 

.

Приклад 14  Ðîçâ’ÿæіòü ïîðіâíÿííÿ 78õ  57.

Розв’язання
1) ×èñëà 78, 93 і 57 äіëÿòüñÿ íà 3. Òîäі ïðàâèëüíèìè áó-

äóòü ïîðіâíÿííÿ , , .
2) Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî  íà 1 âіäðіçíÿєòüñÿ âіä 

ìîäóëÿ 31. Ïîìíîæèìî îáèäâі ÷àñòèíè îñòàííüîãî ïîðіâíÿí-

íÿ íà 6, ìàєìî , , . 

Âіäïîâіäü. .

Äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïîðіâíÿíü ìîæíà çâåñòè çàäà÷ó 

ÏÐÎ ÐÎÇ Â’ßÇÓÂÀÍÍß ÐІÂÍßÍÍß Â ÖІËÈÕ ×ÈÑËÀÕ.

Приклад 15  Çíàéäіòü óñі ïàðè öіëèõ ÷èñåë x і y, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü ðіâíÿííÿ 7x – 23y = 131.

Розв’язання
1) Îñêіëüêè 7  0, 23  2, , 131  5, ìàєìî: 

–2y  5; 2y  –5  2, . 

Çâіäñè y  1, òîáòî y = 7k + 1, äå k – öіëå ÷èñëî. 
2) Òåïåð ëåãêî çíàéòè x:
7x – 23(7k + 1) = 131, 7x = 154 + 23 ⋅ 7k, x = 22 + 23k.

Âіäïîâіäü. x = 22 + 23k, y = 1 + 7k, äå k ∈ Z.

Приклад 16  Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 

x2 + 25y3 = 12.
Розв’язання

Çíàéäåìî ïîðіâíÿííÿ çà ìîäóëåì 5 ïðàâîї òà ëіâîї ÷àñòèí 

äàíîãî ðіâíÿííÿ: , ÷îãî íå ìîæå áóòè çà ëåìîþ 3.
Âіäïîâіäü. Ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.
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Приклад 17  (Îïîðíà çàäà÷à). Äîâåäіòü, ùî ÿêùî ð – ïðîñòå 
÷èñëî і à íå äіëèòüñÿ íà ð, òî ñåðåä ÷èñåë à, 2à, 3à, ..., (ð – 1)à 
íåìàє äâîõ ÷èñåë ç îäíàêîâèìè îñòà÷àìè ïðè äіëåííі íà ð.
Розв’язання

Íåõàé òàêі äâà ÷èñëà ka і ma іñíóþòü, òîáòî , äå 

k ≠ m. Òîäі  (çà âëàñòèâіñòþ 8), ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïó-
ùåííþ. Òîáòî ñåðåä ÷èñåë à, 2à, 3à, ..., (ð – 1)à ïðè äіëåííі 
íà ð êîæíà ç ìîæëèâèõ îñòà÷ {0, 1, 2, ..., p – 1} òðàïëÿєòüñÿ 
ëèøå îäèí ðàç.

Ù. â. ä.

Äîâåäåìî òåïåð äóæå âàæëèâó òåîðåìó, ÿêó äîâіâ Ï’єð 
Ôåðìà (1601–1665), і ÿêó íàçèâàþòü ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà 
(ùîá âіäðіçíèòè âіä âåëèêîї òåîðåìè Ôåðìà – äèâ. § 4, ñ. 49).

МАЛА ТЕОРЕМА ФЕРМА
Íåõàé ð – ïðîñòå ÷èñëî і à – íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî íå äі-

ëèòüñÿ íà ð, òîäі .

Доведення
Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà à, 2à, 3à, ..., (ð – 1)à. ßê áóëî äîâåäåíî 

ó ïðèêëàäі 17, ïðè äіëåííі íà ð öèõ ÷èñåë êîæíà ç ìîæëè-
âèõ îñòà÷ {0, 1, 2, ..., p – 1} òðàïëÿєòüñÿ ëèøå îäèí ðàç. Òîäі

 , .

Çà óìîâîþ p – ïðîñòå ÷èñëî, òîäі p і (p – 1)! âçàєìíî ïðîñ-
òі ÷èñëà і (çà âëàñòèâіñòþ 8) 

.
Ù. â. ä.

Çàóâàæèìî, ùî ç ìàëîї òåîðåìè Ôåðìà âèïëèâàє òàêå.
Íàñë іäîê. ßêùî ð – ïðîñòå ÷èñëî і à – íàòóðàëüíå ÷èñ-

ëî, ùî íå äіëèòüñÿ íà ð, òî .

Приклад 18  Çíàéäіòü îñòà÷ó âіä äіëåííÿ 3102 íà 101.

Розв’язання
×èñëî 101 – ïðîñòå. Òîäі çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà 

. Ìàєìî .
Âіäïîâіäü. 9.
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Приклад 19  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 13 äëÿ 
âñіõ n ∈ N.
Розв’язання

1) ßêùî n êðàòíå ÷èñëó 13, òî òâåðäæåííÿ óìîâè âèêîíó-
єòüñÿ.

2) ßêùî n íå êðàòíå ÷èñëó 13, òî çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåð-

ìà äëÿ ð = 13 ìàєìî , òîáòî . Òîäі ÷èñëî  
äіëèòüñÿ íà 13, çâіäñè і ÷èñëî  òåæ êðàòíå ÷èñëó 13. 

Ù. â. ä.

Приклад 20  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 7.

Розв’язання
×èñëî 7 – ïðîñòå, òîäі çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà  і 

.
Ïðè äіëåííі 333 íà 6 ìàєìî . Òîäі 

222333 = .

Îñêіëüêè  òà , òî  òà . 

×èñëî 126 äіëèòüñÿ íà 7, òîäі . Ìàєìî:

 . 

Àíàëîãі÷íî: 333222 =  = (3336)37 і .
Ïіñëÿ äîäàâàííÿ âіäïîâіäíèõ ïîðіâíÿíü îòðèìàєìî:

 .

Òîáòî çàäàíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 7.
Ù. â. ä. 

ПОРІВНЯННЯ І ОЗНАКИ ПОДІЛЬНОСТІ
Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі ïîðіâíÿííÿ, äîâåäåìî і çàïè-

øåìî ìîâîþ ïîðіâíÿíü îçíàêè ïîäіëüíîñòі, áіëüøіñòü ç ÿêèõ 
óæå âàì âіäîìà. Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâèìî äîâіëüíå íàòóðàëüíå 
÷èñëî ó âèãëÿäі

 = .   (*)

Íàãàäàєìî: ïðè k I 2 ñòåïåíі 10k äіëÿòüñÿ íà 4, òîìó îçíà-
êîþ ïîäіëüíîñòі íà 4 áóäå äіëåííÿ áåç îñòà÷і íà 4 äâîöèôðî-
âîãî ÷èñëà . Òîáòî 
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• Îçíàêà ïîäіëüíîñòі íà 4:  .

Äîâåäåìî і çàïèøåìî ìîâîþ ïîðіâíÿíü îçíàêó ïîäіëüíîñòі 
íà 3 і íà 9: ÷èñëî à äіëèòüñÿ íà 3 (íà 9), ÿêùî ñóìà öèôð 
öüîãî ÷èñëà  äіëèòüñÿ íà 3 (íà 9). 

Ðîçãëÿíåìî ïîðіâíÿííÿ ÷èñëà (*) çà ìîäóëåì 9. Ìàєìî 

, òîäі  äëÿ âñіõ . Òîäі 

, , ..., .

Ïіñëÿ äîäàâàííÿ öèõ ïîðіâíÿíü îòðèìàєìî:

à =   .

Àíàëîãі÷íî, ó âèïàäêó ïîðіâíÿííÿ çà ìîäóëåì 3:

à =   .

• Îçíàêà ïîäіëüíîñòі íà 3:   .

• Îçíàêà ïîäіëüíîñòі íà 9:   .

Òåïåð äîâåäåìî îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 11.  

• ×èñëî  äіëèòüñÿ íà 11, ÿêùî äіëèòüñÿ íà 11 
çíàêîçìіííà ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà: 

a0 – a1 + a2 – a3 + ... + (–1)nàn.

Ìàєìî: . Òîäі , äå , 

. 
Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâіñòü ñóìè ïîðіâíÿíü і òå, ùî (–1)k = 1, 

ÿêùî k – ïàðíå, і (–1)k = –1, ÿêùî k – íåïàðíå, îòðèìàєìî 
øóêàíó óìîâó ïîäіëüíîñòі íà 11.

Приклад 21  ×è äіëèòüñÿ ÷èñëî 1 522 906 íà 11?

Розв’язання
Çíàêîçìіííà ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà 6 – 0 + 9 – 2 + 2 –

– 5 + 1 = 11 äіëèòüñÿ íà 11, òîäі і ñàìå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 11.
Âіäïîâіäü. Òàê.

Äîâåäåìî îá’єäíàíó îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 7, 11, 13. Ïîäі-
ëèìî äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà ñïðàâà íàëіâî íà òðіéêè öèôð. 
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Óòâîðåíі òàêèì ñïîñîáîì ÷èñëà , , , ... áóäå-

ìî íàçèâàòè òðèöèôðîâèìè ãðàíÿìè äàíîãî ÷èñëà.

• ×èñëî  äіëèòüñÿ íà 7, 11, 13, ÿêùî íà öі 
÷èñëà äіëèòüñÿ çíàêîçìіííà ñóìà òðèöèôðîâèõ ãðàíåé 
äàíîãî ÷èñëà.

, .

Доведення

Çàóâàæèìî, ùî 103 + 1 = 1001 = . Òîäі  äëÿ 

. Çâіäñè .
Çàïèøåìî çàäàíå ÷èñëî à ó âèãëÿäі

Òîäі, àíàëîãі÷íî äîâåäåííþ îçíàêè ïîäіëüíîñòі íà 11, 
îòðèìàєìî 

, .

Ù. â. ä.

Приклад 22  ×è äіëèòüñÿ ÷èñëî 5 159 539 íà 7, 11, 13?

Розв’язання
Ðîçіá’єìî äàíå ÷èñëî ñïðàâà íàëіâî íà òðèöèôðîâі ãðàíі 

÷èñëà: 5*159*539. Çíàêîçìіííà ñóìà îòðèìàíèõ ÷èñåë äîðіâ-
íþє 539 – 159 + 5 = 385 = 5 ⋅ 7 ⋅ 11, äіëèòüñÿ íà 7 і 11, àëå 
íå äіëèòüñÿ íà 13.

Âіäïîâіäü. Äіëèòüñÿ íà 7 і 11, àëå íå äіëèòüñÿ íà 13.

Приклад 23  Äîâåäіòü, ùî äîâіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî є ïî-
ðіâíþâàíèì çі ñâîєþ îñòàííüîþ öèôðîþ: 

à) çà ìîäóëåì 10; á) çà ìîäóëåì 2; â) çà ìîäóëåì 5.

Розв’язання
Çàïèøåìî äîâіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî à ó âèãëÿäі 

 і ðîçãëÿíåìî ðіçíèöþ 

,

і òâåðäæåííÿ çàäà÷і âèêîíóþòüñÿ.
Ù. â. ä.

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   98Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   98 12.11.2013   16:16:4412.11.2013   16:16:44



99

Приклад 24*  Ãðà Áàøå. Äâîє ïî ÷åðçі íàçèâàþòü áóäü-ÿêі 
öіëі ÷èñëà â ìåæàõ âіä 1 äî 10 âêëþ÷íî. Âèãðàє òîé, õòî ïåð-
øèé äîâåäå ñóìó âñіõ íàçâàíèõ (îáîìà ãðàâöÿìè) ÷èñåë äî 
100. Äëÿ êîãî öÿ ãðà âèãðàøíà: äëÿ òîãî, õòî ïî÷èíàє, ÷è 
äëÿ òîãî, ÷èé õіä äðóãèé? 
Розв’язання

×èñëî 100 íå äіëèòüñÿ íà 11, à ãðàâåöü íå ìîæå íàçâà-
òè ÷èñëî, áіëüøå çà 10. Òîäі, ÿêùî ÿêîìóñü ãðàâöåâі âäàñòü-
ñÿ ñòâîðèòè ïîçèöіþ (ïåðåä õîäîì ïàðòíåðà), ùîá 100 – s 
(s – ñóìà ðàíіøå íàçâàíèõ ÷èñåë) äіëèëîñÿ íà 11, òî ïàðòíåð 
ñâîїì õîäîì íå çìîæå її âèïðàâèòè.

Óêàçàíó ìîæëèâіñòü ìàє ïåðøèé ãðàâåöü. Äëÿ öüîãî éîìó 
òðåáà íàçâàòè ÷èñëî 1. Ïіñëÿ õîäó äðóãîãî ñòâîðèòè ïîçè-
öіþ (100 – s) e 11 é âіäíîâëþâàòè її êîæíèì ñâîїì íàñòóïíèì 
êðîêîì. 

Âіäïîâіäü. Âèãðàє ïåðøèé ãðàâåöü.

ЗАВДАННЯ 7
1. Çíàéäіòü îñòà÷ó âіä äіëåííÿ: 
 à) 9999 íà 8;    á) 162012 íà 3;   â) 13121 íà 14. 
2. Çíàéäіòü óñі ìîæëèâі çíà÷åííÿ n, ÿêùî: 

à) ;   á) ;       â) . 
3. Çíàéäіòü îñòà÷ó âіä äіëåííÿ: 
 à) (116 + 1717)21 íà 8; á*) 9999 + 999 ⋅ 998 ⋅ 997 íà 8.
4. Äîâåäіòü, ùî:

à) ÷èñëî 1919 + 9219 äіëèòüñÿ íà 111;
á) ÷èñëî 3099 + 61100 äіëèòüñÿ íà 31;
â) ÷èñëî 43 101 + 23 101 äіëèòüñÿ íà 66;
ã) ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 7.

5*. Äîâåäіòü, ùî ïðè âñіõ n ∈ N:
à)  äіëèòüñÿ íà 5;
á)  äіëèòüñÿ íà 6;
â)  äіëèòüñÿ íà 10;
ã) , äå a ∈ N, äіëèòüñÿ íà à2 – à + 1.

6. Çíàéäіòü óñі çíà÷åííÿ n, ïðè ÿêèõ: 
 à) ÷èñëî 8n + 1 äіëèòüñÿ íà 7; 
 á) ÷èñëî 81 – 13n äіëèòüñÿ íà 11; 
 â) 29n – 40 äіëèòüñÿ íà 13; 
 ã*) n3 – 3 äіëèòüñÿ íà n – 3.
7. Äîâåäіòü, ùî ïðè êîæíîìó íåâіä’єìíîìó öіëîìó k ÷èñëî 

 äіëèòüñÿ íà 7.
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8. Äîâåäіòü òåîðåìó Âіëüñîíà. ßêùî ð – ïðîñòå ÷èñëî, òî 

. 
9*. Äîâåäіòü, ùî íå іñíóє n ∈ N, äëÿ ÿêîãî  äîðіâíþє 

ñóìі êóáіâ äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. 
10. ×è ìîæíà ÷èñëî  ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ 

êâàä ðàòіâ?

11*. Ðîçâ’ÿæіòü ïîðіâíÿííÿ: 

à) ;    á) ;    â) ;    ã) .
12. Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ïîðіâ-

íÿíü: 
à) 7x + 8y = 1;  á) 13x – 15y = 16;  â*) 257x + 18y = 175. 

13. ×è ìàþòü ðîçâ’ÿçêè ó öіëèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ: 
à) ;  á) ;    â) ?

14*. Ðîçâ’ÿæіòü ó öіëèõ ÷èñëàõ ñè ñòåìó ðіâíÿíü

 
.

15. Çíàéäіòü îñòà÷ó âіä äіëåííÿ: à) 2100 íà 101; á) 14256 íà 
17. 

16*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî  äіëèòüñÿ íà 13.
17*. Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî (7120 – 1) äіëèòüñÿ íà: 

à) 11;   á) 13;   â) 143. 
18*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, ÿêå íå 

êðàòíå 17, àáî n8 – 1, àáî n8 + 1 äіëèòüñÿ íà 17. 
19*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ âñіõ  ÷èñëî  äіëèòüñÿ 

íà 19.
20*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíèõ öіëèõ à і b òà ïðîñòîãî ð âè-

êîíóєòüñÿ ïîðіâíÿííÿ . 
21*. Ñóìà êіëüêîõ öіëèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 6. Äîâåäіòü, ùî é 

ñóìà êóáіâ öèõ ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 6.
22*. Ñóìà a + b + c äіëèòüñÿ íà 7. Äîâåäіòü, ùî a7 + b7 + c7 

òàêîæ êðàòíà ÷èñëó 7. 
23*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî a + b + c äіëèòüñÿ íà 30, òî і ñóìà 

a5 + b5 + c5 äіëèòüñÿ íà 30.
24*. Äîâåäіòü, ùî  äіëèòüñÿ íà 2730.
25. Çíàéäіòü îçíàêó ïîäіëüíîñòі ÷èñëà íà: 

à) 8;   á) 16;   â) 20;   ã) 25.
26*. ßêà îçíàêà ïîäіëüíîñòі íà 7 ó âіñіìêîâіé ñè ñòåìі ÷èñ-

ëåííÿ?
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27*. ßêà îçíàêà ïîäіëüíîñòі íà 9 ó âіñіìêîâіé ñè ñòåìі ÷èñ-
ëåííÿ?

28*. ßêі îçíàêè ïîäіëüíîñòі íà p – 1 і íà p + 1 ó ñè ñòåìі ÷èñ-
ëåííÿ ç îñíîâîþ p?

29*. Äîâåäіòü òàêó îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 19. Îñòàííþ öèô-
ðó äàíîãî ÷èñëà ïîäâîþєìî і óòâîðåíå ÷èñëî äîäàєìî äî 
÷èñëà, ùî çàëèøèòüñÿ âіä äàíîãî, ÿêùî çàêðåñëèòè éîãî 
îñòàííþ öèôðó; ç íîâèì ÷èñëîì çðîáèòè òå ñàìå; і ò. ä. 
ïîêè íå îòðèìàєìî äâîöèôðîâå ÷èñëî. Äàíå ÷èñëî äіëèòü-
ñÿ íà 19 òîäі é òіëüêè òîäі, êîëè óòâîðåíå äâîöèôðîâå 
÷èñëî äіëèòüñÿ íà 19. 

30*. Ñôîðìóëþéòå і äîâåäіòü îçíàêè ïîäіëüíîñòі íà 29, 31, 
41 (àíàëîãі÷íî äî çàäà÷і 29).

31*. Äâîє ïèøóòü 2k-öèôðîâå ÷èñëî, çàñòîñîâóþ÷è ëèøå 
öèôðè 6, 7, 8, 9 (çà îäèí õіä ìîæíà äîïèñàòè ëèøå îäíó 
öèôðó). ßêùî îòðèìàíå ÷èñëî áóäå äіëèòèñÿ íà 9, òî âè-
ãðàє äðóãèé ãðàâåöü, à ÿêùî íі, òî ïåðøèé. Ïðè ÿêèõ 
çíà÷åííÿõ k і çà ÿêîї ñòðàòåãії äðóãèé ìîæå âèãðàòè? 
À ïåðøèé?

32*. Äâîє ïî ÷åðçі íàçèâàþòü áóäü-ÿêі öіëі ÷èñëà â ìåæàõ âіä 
1 äî 10 âêëþ÷íî. Âèãðàє òîé, õòî ïåðøèé äîâåäå ñóìó 
âñіõ íàçâàíèõ (îáîìà ãðàâöÿìè) ÷èñåë äî 121. Äëÿ êîãî 
öÿ ãðà âèãðàøíà: äëÿ òîãî, õòî ïî÷èíàє, ÷è äëÿ òîãî, ÷èé 
õіä äðóãèé? 

33*. Ó êóïöі n ñіðíèêіâ. Äâà ãðàâöі áåðóòü ïî ÷åðçі ñіðíèêè 
ç êóïêè. Êîæåí ìàє ïðàâî âçÿòè áóäü-ÿêó êіëüêіñòü ñіð-
íèêіâ âіä 1 äî b – 1 âêëþ÷íî. Ïåðåìîæå òîé, õòî çàáåðå 
îñòàííі ñіðíèêè. ßê çàêіí÷èòüñÿ ãðà, ÿêùî îáèäâà ïàðò-
íåðè ãðàòèìóòü ïðàâèëüíî? 
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Ðîçäіë ІІІ 

НЕСТАНДАРТНІ МЕТОДИ 
У РОЗВ’ЯЗУВАННІ ЗАДАЧ 

НА ЦІЛІ ЧИСЛА 

§ 8*. Метод математичної індукції
Ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі áàãàòüîõ çàäà÷, ó òîìó ÷èñëі é íà ìíî-

æèíі öіëèõ ÷èñåë, ñòàíå â íàãîäі ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї іí-
äóêöії. Ó æàðòіâëèâіé ôîðìі éîãî іíîäі ïðåäñòàâëÿþòü òàê. 

ßêùî ïåðøà ëþäèíà â ÷åðçі – æіíêà, і çà êîæíîþ æіíêîþ 
â öіé ÷åðçі ñòîїòü æіíêà, òî âñі â ÷åðçі – æіíêè. 

Ñôîðìóëþєìî öåé ïðèíöèï áіëüø ñåðéîçíî. 
ßêùî є ïîñëіäîâíіñòü òâåðäæåíü, ïåðøå òâåðäæåííÿ ÿêîї 

ïðàâèëüíå, ïðè öüîìó ç ïðàâèëüíîñòі äîâіëüíîãî ç òâåð-
äæåíü âèïëèâàє ïðàâèëüíіñòü íàñòóïíîãî, òî âñі òâåðäæåííÿ 
â öіé ïîñëіäîâíîñòі ïðàâèëüíі. 

Òàêèì ÷èíîì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії 
äëÿ äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòі âñіõ òâåðäæåíü {Ò1, Ò2, Ò3, ...} 
ïîñëіäîâíîñòі ñêëàäàєòüñÿ ç òðüîõ êðîêіâ. 
1. Äîâîäèìî, ùî ïåðøå àáî êіëüêà ïåðøèõ òâåðäæåíü ïðà-

âèëüíі.
2. Ðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî òâåðäæåííÿ Òk – ïðàâèëüíå, і 

äîâîäèìî, ùî ïðàâèëüíèì áóäå òîäі і òâåðäæåííÿ Òk+1.
3. Ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òâåðäæåííÿ Tn áóäå ïðàâèëü-

íèì äëÿ äîâіëüíîãî n ∈ N, òîáòî âñі òâåðäæåííÿ Ò1, Ò2, 
Ò3, ... – ïðàâèëüíі.
×îìó âñі öі òâåðäæåííÿ іñòèííі? Ìè ïåðåâіðèëè ïðèíàéìíі 

òâåðäæåííÿ Ò1. Ïîòіì ìè äîâåëè, ùî ç òâåðä æåííÿ Òk âèïëè-
âàє Òk+1. Òîäі ç Ò1 âèïëèâàє Ò2, ç Ò2 âèïëèâàє Ò3, ... 

Ëîãі÷íèé êðîê (1) íàçèâàþòü áàçîþ іíäóêöії, à êðîê (2) – 
іíäóêöіéíèì ïåðåõîäîì.

Çàóâàæåííÿ.
 • Ç іñòèííîñòі âåëèêîї êіëüêîñòі ïåðøèõ òâåðäæåíü Ò1, Ò2, 

Ò3, ..., Tm íå âèïëèâàє ïðàâèëüíіñòü òâåðäæåííÿ Tn äëÿ äî-
âіëüíîãî n. Òîáòî ç (1) íå ìîæíà âіäðàçó ïåðåéòè äî (3). Òà-
êèé äóæå ïîïóëÿðíèé ïîìèëêîâèé óìîâèâіä íàçèâàþòü íå-
ïîâíîþ іíäóêöієþ. 

 • ßêùî äîâåäåíî іíäóêöіéíèé ïåðåõіä (òîáòî, ùî ç Òk âè-
ïëèâàє Òk+1), àëå íå äîâåäåíî áàçó іíäóêöії (òîáòî, ùî âè-

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   102Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   102 12.11.2013   16:16:4512.11.2013   16:16:45



103

êîíóєòüñÿ Ò1), òî ç öüîãî íå âèïëèâàє ïðàâèëüíіñòü òâåð-
äæåííÿ Tn äëÿ äîâіëüíîãî n. Òîáòî ó (1) òðåáà îáîâ’ÿçêîâî 
äîâåñòè ïðàâèëüíіñòü ïåðøîãî òâåðäæåííÿ T1. 

 • ßêùî äîâåäåíî íå ïåðøå òâåðäæåííÿ Ò1, à íàïðèêëàä, 
âîñüìå Ò8, òî ïіñëÿ äîâåäåííÿ іíäóêöіéíîãî ïåðåõîäó ìàє-
ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ âñі òâåðäæåííÿ, ïî÷èíàþ÷è ç âîñüìî-
ãî. Òîáòî ïðàâèëüíèìè є âñі Òn äëÿ n I 8.

Приклад 1  Äîâåäіòü, ùî äîâіëüíó ñóìó, áіëüøó çà 7 êîï., 
ìîæíà ñïëàòèòè ìîíåòàìè íîìіíàëîì 3 êîï. òà 5 êîï.

Розв’язання
Іíäóêöіþ ïðîâåäåìî ïî êіëüêîñòі êîïіéîê.
1) Áàçà іíäóêöії. Ñóìó 8 êîï. î÷åâèäíî ìîæíà ñïëàòèòè.
2) Іíäóêöіéíèé ïåðåõіä. Íåõàé ìîæåìî ñïëàòèòè ñóìó 

k êîïіéîê. Äîâåäåìî, ùî òîäі ìîæíà ñïëàòèòè і ñóìó k + 1 
êîïіéîê. 

ßêùî ñåðåä ìîíåò ó ñóìі k êîïіéîê є ìîíåòà 5 êîï., òî çàìі-
íîþ її íà äâі ìîíåòè ïî 3 êîï. îòðèìàєìî ñóìó k + 1 êîïіéîê.

ßêùî ñåðåä ìîíåò ó ñóìі k êîïіéîê íåìàє ìîíåòè 5 êîï., 
òîáòî âñі ìîíåòè ïî 3 êîï., òî їõ íå ìåíøå íіæ 3 øò. Òîäі 
çàìіíîþ òðüîõ ìîíåò ïî 3 êîï. íà äâі ìîíåòè ïî 5 êîï. çáіëü-
øèìî ñóìó íà 1.

3) Âèñíîâîê. Ç (1) і (2) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äîâіëüíó 
ñóìó, áіëüøó çà 7 êîï., ìîæíà ñïëàòèòè ìîíåòàìè íîìіíàëîì 
3 êîï. òà 5 êîï.

Ù. â. ä.

Приклад 2  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî n 

âèêîíóєòüñÿ ðіâíіñòü 1 + 2 + 3 + ... + n = .

Розв’язання
Ïîçíà÷èìî ëіâó ÷àñòèíó ðіâíîñòі ÿê An.

1) Ïðè n = 1, À1 = 1, .

Ïðè n = 2, À2 = 3, .

2) Íåõàé . Òðåáà äîâåñòè, ùî 

.
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Òâåðäæåííÿ іíäóêöіéíîãî ïåðåõîäó äîâåäåíî.
3) Ç (1) і (2) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òâåðäæåííÿ óìîâè є 

ïðàâèëüíèì ïðè äîâіëüíîìó n ∈ N.
Ù. â. ä. 

Приклад 3  Äîâåäіòü, ùî äëÿ äîâіëüíîãî n ∈ N ÷èñëî  
äіëèòüñÿ íà 5.
Розв’язання

Çàñòîñóєìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії.
1) Ïðè n = 1 ìàєìî: 1 – 1 = 0 äіëèòüñÿ íà 5.
2) Íåõàé âèðàç  äіëèòüñÿ íà 5. Ðîçêðèєìî äóæêè ó 

âèðàçі , ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ áіíîìà Íüþ-
òîíà (äèâ. § 5, ñ. 68), ìàєìî 

 – k – 1 =
= .

Ïåðøèé äîäàíîê êðàòíèé ÷èñëó 5 çà ïðèïóùåííÿì, à 
äðóãèé äîäàíîê êðàòíèé ÷èñëó 5, áî ìàє ìíîæíèê 5. Îòæå, 

.
3) Ç (1) і (2) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òâåðäæåííÿ óìîâè є 

ïðàâèëüíèì ïðè äîâіëüíîìó n ∈ N.
Ù. â. ä. 

Приклад 4  Äîâåäіòü, ùî ïðè äîâіëüíîìó n ∈ N ÷èñëî 
4n + 15n – 1 äіëèòüñÿ íà 9.
Розв’язання

Çàñòîñóєìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії.
1) Ïðè n = 1 ìàєìî: 4 + 15 – 1 = 18 – äіëèòüñÿ íà 9.
2) Íåõàé âèðàç 4k + 15k – 1 äіëèòüñÿ íà 9. Äîâåäåìî, ùî 

òîäі âèðàç 4k+1 + 15(k + 1) – 1 òåæ äіëèòüñÿ íà 9.
4k+1 + 15(k + 1) – 1 = 4 ⋅ 4k + 15k + 15 – 1 = (4k + 15k – 1) +

+ 3 ⋅ (4k + 5).
Ïåðøèé äîäàíîê (âèðàç ó äóæêàõ) äіëèòüñÿ íà 9 çà ïðèïó-

ùåííÿì. ×èñëî 4 ïðè äіëåííі íà 3 äàє îñòà÷ó 1, çâіäñè âèðàç 
4k + 5 äіëèòüñÿ íà 3. Òîäі 3 ⋅ (4k + 5) äіëèòüñÿ íà 9. Ìàєìî, 
ùî âèðàç 4k+1 + 15(k + 1) – 1 äіëèòüñÿ íà 9.

3) Ç (1) і (2) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ÷èñëî 4n + 15n – 1 äі-
ëèòüñÿ íà 9 ïðè äîâіëüíîìó n ∈ N.

Ù. â. ä.
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Приклад 5*  Äîâåäіòü, ùî äëÿ âñіõ n ∈ N âèêîíóєòüñÿ íåðіâ-
íіñòü 2n > n.

Розв’язання
Çàñòîñóєìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії.
1) Ïðè n = 1 ìàєìî î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ: 2 > 1; ïðè n = 2 

ìàєìî î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ: 4 > 2.
2) Íåõàé 2k > k. Äîâåäåìî, ùî òîäі 2k+1 > k + 1, äå k I 2. 
Ðîçãëÿíåìî ðіçíèöþ 2k+1 – 2k = 2k(2 – 1) = 2k > k > 1. Òîäі 

2k+1 > 2k + 1 > k + 1.
3) Ç (1) і (2) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî 2n > n äëÿ âñіõ n ∈ N.
Ù. â. ä.

Приклад 6*  Äîâåäіòü, ùî ÷èñëî, ÿêå çàïèñóєòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ 3n îäèíèöü, äіëèòüñÿ íà 3n.

Розв’язання
Çàñòîñóєìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії.
1) Ïðè n = 0 і n = 1 òâåðäæåííÿ óìîâè âèêîíóєòüñÿ (n =

= 0 – ãðàє ðîëü ïåðøîãî òâåðäæåííÿ).
2) Íåõàé ÷èñëî, ùî çàïèñóєòüñÿ çà äîïîìîãîþ 3k îäèíèöü, 

äіëèòüñÿ íà 3k. Âіäíîøåííÿ ÷èñëà, ùî çàïèñóєòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ 3k+1 îäèíèöü, äî ÷èñëà, ùî çàïèñóєòüñÿ çà äîïîìîãîþ 
3k îäèíèöü, äîðіâíþє  + 1 і äіëèòüñÿ íà 3. Òîäі 
÷èñëî, ùî çàïèñóєòüñÿ çà äîïîìîãîþ 3k+1 îäèíèöü, äіëèòüñÿ 
íà 3 ⋅ 3k = 3k+1.

3) Ç (1) і (2) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ÷èñëî, ÿêå çàïèñóєòüñÿ 
çà äîïîìîãîþ 3n îäèíèöü, äіëèòüñÿ íà 3n ïðè äîâіëüíîìó öі-
ëîìó íåâіä’єìíîìó n.

Ù. â. ä.

ФОРМУЛА БІНОМА НЬЮТОНА
Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії ôîðìóëó áіíîìà 

Íüþòîíà (äèâ. § 5, ñ. 68):
 .

Доведення 
1) Ïðè n = 1 ìàєìî î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ 

.

2) Íåõàé ïðàâèëüíèì є òâåðäæåííÿ 
 . 
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Ïîìíîæèìî öåé âèðàç íà (a + b) і çâåäåìî ïîäіáíі äîäàíêè:

.

Çà âëàñòèâіñòþ êîìáіíàöіé (äèâ. ñ. 66) 
,  ,  .

Òîäі 
 

.

Іíäóêöіéíèé ïåðåõіä äîâåäåíî.
3) Âèñíîâîê: ôîðìóëà áіíîìà Íüþòîíà âèêîíóєòüñÿ äëÿ 

äîâіëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

ЗАВДАННЯ 8
1. Äîâåäіòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії, ùî äëÿ äîâіëü-

íîãî n ∈ N ñïðàâäæóєòüñÿ ñïіââіäíîøåííÿ 
1 + 3 + ... + (2n – 1) = n2.

2. Äîâåäіòü, ùî äëÿ âñіõ íàòóðàëüíèõ n âèêîíóєòüñÿ ðіâ-
íіñòü

 .

3. Äîâåäіòü ðіâíіñòü .
4. Áàíê ìàє íåîáìåæåíó êіëüêіñòü êóïþð íîìіíàëîì ïî òðè 

і ï’ÿòü ãðèâåíü. Äîâåäіòü, ùî âіí ìîæå âèïëà÷óâàòè áåç 
çäà÷і äîâіëüíó êіëüêіñòü ãðèâåíü, ïî÷èíàþ÷è ç âîñüìè. 

5. Àðêóø ïàïåðó äîçâîëÿєòüñÿ ðâàòè íà 4 àáî íà 6 øìàòêіâ. 
Äîâåäіòü, ùî çà öèì ïðàâèëîì éîãî ìîæíà ðîçіðâàòè íà 
äîâіëüíó êіëüêіñòü øìàòî÷êіâ, ïî÷èíàþ÷è ç 9.

6. Äîâåäіòü, ùî âñі ÷ëåíè ïîñëіäîâíîñòі {ai} є íàòóðàëüíèìè 

÷èñëàìè, ÿêùî à1 = à2 = 1, .

7. Äîâåäіòü, ùî ïðè âñіõ n ∈ N ñïðàâäæóєòüñÿ , 
ÿêùî à1 = 3, à2 = 5 і .

8. Äîâåäіòü, ùî ñóìà êóáіâ òðüîõ ïîñëіäîâíèõ íàòóðàëüíèõ 
÷èñåë äіëèòüñÿ íà 9. 

9. Äîâåäіòü, ùî ïðè âñіõ n ∈ N: 
1)   äіëèòüñÿ íà 3;
2) 62n–1 + 1 äіëèòüñÿ íà 7;
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3) 72n – 1 äіëèòüñÿ íà 48;
4) 33n+2 + 24n+1 + 1 äіëèòüñÿ íà 11;
5) n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 äіëèòüñÿ íà 9;
6) 32n+2 + 8n – 9 äіëèòüñÿ íà 16;
7) (9n+1 – 8n – 9) äіëèòüñÿ íà 16;
8)   äіëèòüñÿ íà 81;
9*)11n+2 + 122n+1 äіëèòüñÿ íà 133;
10*)  äіëèòüñÿ íà 169; 
11*) , äå k íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äіëèòüñÿ íà 

.
10. Äîâåäіòü, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ n > 1 âèêîíóєòüñÿ íåðіâ-

íіñòü , ÿêùî  
11*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî n ∈ N і n > 4, òî 2n > 5n + 1.
12. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî a I 0, b I 0 і n ∈ N, òî 

.

13. Ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n: à) 2n > 2n + 1; á*) 2n > n2? 
14*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíóєòü-

ñÿ íåðіâíіñòü: à) ; á) .
15*. Äîâåäіòü, ùî  äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n і m.
16*. Äîâåäіòü íåðіâíіñòü Áåðíóëі: äëÿ n ∈ N, n > 1 âèêîíó-

єòüñÿ íåðіâíіñòü , ÿêùî  
17*. Íà ñêіëüêè ÷àñòèí äіëÿòü ïëîùèíó n ïðÿìèõ, æîäíі äâі 

ç ÿêèõ íå ïàðàëåëüíі і æîäíі òðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ â îä-
íіé òî÷öі? 

§ 9. Принцип Діріхле 
Ìàáóòü, âè âæå ÷óëè ïðî ïðèíöèï Äіðіõëå. Íàé÷àñòіøå 

ïðè ïåðøîìó îçíàéîìëåííі öåé ïðèíöèï ïîÿñíþþòü òàê. 
ßêùî â n êëіòêàõ ðîçìіñòèëè n + 1 êðîëіâ, òî õî÷à á ó îä-

íіé ç íèõ ñèäèòü íå ìåíøå äâîõ êðîëіâ.
Òàêèé, íà÷åáòî ïðîñòèé, ïðèíöèï äàє çìîãó ðîçâ’ÿçóâàòè 

íåïðîñòі çàäà÷і, íå òіëüêè ëîãі÷íîãî õàðàêòåðó, à é, íàïðè-
êëàä, ãåîìåòðè÷íі, ç òåîðії ÷èñåë òîùî. Ãîëîâíå ïðè âèêî-
ðèñòàííі öüîãî ïðèíöèïó ç’ÿñóâàòè, êîãî ïðèçíà÷àòè íà ðîëü 
«êðîëÿ», à êîãî – íà ðîëü «êëіòêè».

Приклад 1  Ó ëіñі ðîñòå ìіëüéîí ÿëèíîê. Âіäîìî, ùî íà 
êîæíіé ç íèõ íå áіëüøå íіæ 600 000 ãîëîê. Äîâåäіòü, ùî â 
öüîìó ëіñі çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíі äâі ÿëèíêè ç îäíàêîâîþ 
êіëüêіñòþ ãîëîê.
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Розв’язання
Ìàєìî ìіëüéîí «êðîëіâ»-ÿëèíîê і ëèøå 600 001 «êëіòêó» 

ç íîìåðàìè âіä 0 äî 600 000. Êîæíîãî «êðîëÿ»-ÿëèíêó òðåáà 
ïîñàäèòè ó «êëіòêó», íà ÿêіé çðîáëåíî íàïèñ ïðî êіëüêіñòü 
її ãîëîê. ßêùî ïîñàäèòè «êðîëіâ» ïî îäíîìó – ìàòèìåìî 
600 001 «êðîëÿ»-ÿëèíêó. Âñіõ іíøèõ òðåáà ðîçñàäæóâàòè â 
óæå çàïîâíåíі «êëіòêè». Àëå ÿêùî äâà «êðîëі»-ÿëèíêè ìіñ-
òÿòüñÿ â îäíіé «êëіòöі», òî âîíè ìàþòü îäíàêîâó êіëüêіñòü 
ãîëîê.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Іíîäі çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï Äіðіõëå. 
ßêùî â n êëіòêàõ ñèäèòü kn + 1 êðîëіâ, òî â ÿêіéñü іç êëі-

òîê ñèäèòü ïðèíàéìíі k + 1 êðîëіâ.

Приклад 2  Ó ìàãàçèí ïðèâåçëè 25 ÿùèêіâ òðüîõ ñîðòіâ 
öóêåðîê (ó êîæíîìó ÿùèêó ìіñòÿòüñÿ öóêåðêè ëèøå îäíîãî 
ñîðòó). Äîâåäіòü, ùî ñåðåä íèõ є õî÷à á 9 ÿùèêіâ ç öóêåðêà-
ìè îäíîãî ñîðòó.

Розв’язання
25 ÿùèêіâ-«êðîëіâ» ðîçñàäèìî ïî òðüîõ «êëіòêàõ»-ñîðòàõ. 

Ìàєìî 25 = 3 ⋅ 8 + 1. Òîäі, çà óçàãàëüíåíèì ïðèíöèïîì Äі-
ðіõëå (n = 3, k = 8), ìàєìî, ùî â ÿêіéñü «êëіòöі»-ñîðòі ìіñ-
òèòüñÿ íå ìåíøå íіæ 8 + 1 = 9 ÿùèêіâ-«êðîëіâ». 

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Çðîçóìіëî, ùî ïðè îôîðìëåííі çàïèñó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ 

ðîáëÿòü ïîñèëàííÿ íà ïðèíöèï Äіðіõëå áåç ÿâíîãî ïðèñâîєí-
íÿ îá’єêòàì, ùî äîñëіäæóþòüñÿ, íàçâ «êðîëі» і «êëіòêè».

Ðîçãëÿíåìî ùå êіëüêà ïðèêëàäіâ çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó 
Äіðіõëå, çîêðåìà ó çàäà÷àõ іç òåîðії ÷èñåë.

Приклад 3  Äîâåäіòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ n + 1 ðіçíèõ öі-
ëèõ ÷èñåë ìîæíà îáðàòè äâà ÷èñëà, ðіçíèöÿ ÿêèõ äіëèòüñÿ 
íà n.

Розв’язання
Íåõàé ìàєìî n + 1 ðіçíèõ öіëèõ ÷èñåë. Ïîäіëèìî êîæíå 

іç öèõ n + 1 ÷èñåë íà n. Îòðèìàíі îñòà÷і íàëåæàòü ìíîæèíі 
÷èñåë {0, 1, 2, ... n – 1} і їõ íå ìîæå áóòè áіëüøå çà n. Òîäі, 
çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, ïðèíàéìíі äâà ÷èñëà ïðè äіëåííі íà n 
äàþòü îäíàêîâó îñòà÷ó і їõ ðіçíèöÿ äіëèòüñÿ íà n. 

Ù. â. ä.
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Çàóâàæèìî, ùî іíîäі ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷і çà äîïîìî-
ãîþ ïðèíöèïó Äіðіõëå òðåáà ðîçãëÿíóòè êіëüêà ç ìîæëèâèõ 
âàðіàíòіâ, ùîá îáìåæèòè ÷èñëî «êëіòîê».

Приклад 4  Ó òóðíіðі áåðóòü ó÷àñòü n øàõіñòіâ. Êîæíі äâà 
ç íèõ ïîâèííі çіãðàòè ìіæ ñîáîþ îäíó ïàðòіþ. Äîâåäіòü, ùî â 
áóäü-ÿêèé ìîìåíò çìàãàíü çíàéäåòüñÿ äâà øàõіñòè, ÿêі çіãðà-
ëè îäíàêîâó êіëüêіñòü ïàðòіé. 
Розв’язання

Êîæåí øàõіñò ìàє çіãðàòè n – 1 ïàðòіþ (ç êîæíèì іíøèì 
øàõіñòîì). Òîäі êіëüêіñòü çіãðàíèõ íèìè ïàðòіé ìîæå äîðіâ-
íþâàòè 0, 1, 2, ..., n – 1. Îòæå, ìàєìî n ÷èñåë ó ìíîæèíі 
êіëüêîñòі çіãðàíèõ ïàðòіé і n øàõіñòіâ. Ñïðîáóєìî îáìåæèòè 
êіëüêіñòü åëåìåíòіâ ó ìíîæèíі çіãðàíèõ ïàðòіé. Ðîçãëÿíåìî 
äâà âèïàäêè.

1) Є øàõіñò, êîòðèé íå çіãðàâ ùå æîäíîї ïàðòії. 
Òîäі êіëüêіñòü ïàðòіé, ùî çіãðàíî êîæíèì øàõіñòîì, ìîæå 

äîðіâíþâàòè {0, 1, 2, ..., n – 2}. Ìàєìî, ùî n øàõіñòàì òðåáà 
ïîñòàâèòè ó âіäïîâіäíіñòü n – 1 ÷èñëî {0, 1, 2, ..., n – 2}.

Çâіäñè, çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, õî÷à á äâà øàõіñòè çіãðàëè 
îäíàêîâó êіëüêіñòü ïàðòіé.

2) Íåìàє òàêîãî øàõіñòà, êîòðèé íå çіãðàâ ùå æîäíîї ïàðòії.
Òîäі êіëüêіñòü ïàðòіé, ùî çіãðàíî êîæíèì øàõіñòîì, ìîæå 

äîðіâíþâàòè {1, 2, ..., n – 1}. Ìàєìî, ùî n øàõіñòàì òðåáà 
ïîñòàâèòè ó âіäïîâіäíіñòü n – 1 ÷èñëî {1, 2, ..., n – 1}.

Çâіäñè, çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, õî÷à á äâà øàõіñòè çіãðàëè 
îäíàêîâó êіëüêіñòü ïàðòіé.

Òâåðäæåííÿ óìîâè äîâåäåíî.

Приклад 5  Äîâåäіòü, ùî ñåðåä n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, çàïè-
ñàíèõ ó ïåâíîìó ïîðÿäêó, ìîæíà âèáðàòè êіëüêà ñóñіäíіõ ÷è-
ñåë, ñóìà ÿêèõ äіëèòüñÿ íà n. 
Розв’язання

Ðîçãëÿíåìî n ÷èñåë à1, à1 + à2, ..., à1 + à2 + ... + àn.
Ìîæëèâі òàêі âèïàäêè.
1) ßêåñü ç íèõ äіëèòüñÿ íà n, òîäі çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà.
2) Æîäíå ç íèõ íå êðàòíå n, òîäі ïðè äіëåííі íà n ìàòè-

ìåìî îñòà÷і ç ìíîæèíè ÷èñåë {1, 2, ..., n – 1} – óñüîãî ìîæå 
áóòè íå áіëüøå ÿê n – 1 îñòà÷. Òîäі, çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, 
õî÷à á äâі ç íèõ çáіãàþòüñÿ. Ðіçíèöÿ öèõ ÷èñåë і áóäå øóêà-
íîþ ñóìîþ.

Ù. â. ä.
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Приклад 6  Äîâåäіòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ n + 1 ðіçíèõ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ âіä 2n, ìîæíà çíàéòè òðè ÷èñëà, 
ñóìà äâîõ ç ÿêèõ äîðіâíþє òðåòüîìó.

Розв’язання
Íåõàé a1, à2, ..., àn+1 – çàäàíі ÷èñëà. 
Ðîçãëÿíåìî n ÷èñåë âèäó 

à2 – à1, à3 – à1, ..., àn+1 – à1 (óñі öі ÷èñëà ðіçíі) 

òà n ÷èñåë âèäó 
à2, ..., àn+1 (óñі öі ÷èñëà ðіçíі). 

Êîæíå ç òàêèõ ÷èñåë ìåíøå âіä 2n, à âñüîãî їõ 2n. Òîäі 
äåÿêå ÷èñëî ïåðøîãî ðÿäó äîðіâíþє äåÿêîìó ÷èñëó äðóãîãî 
ðÿäó:

ak – a1 = al і ak = a1 + al.

Ù. â. ä.

Приклад 7  Äîâåäіòü, ùî ñåðåä ÷èñåë, çàïèñàíèõ òіëüêè 
öèôðàìè 0 і 1, є ÷èñëî, ùî äіëèòüñÿ íà 2011. 

Розв’язання
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó 2012 ÷èñåë: 1; 11; 111; ... 111...1. 
Ïðè äіëåííі ÷èñåë íà 2011 ìàєìî 2011 îñòà÷: âіä 0 äî 

2010. Òîäі, çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, õî÷à á äâà ÷èñëà ç ïðîïî-
íîâàíîї ìíîæèíè 2012 ÷èñåë ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äі-
ëåííі íà 2011, їõ ðіçíèöÿ áóäå ÷èñëîì, êðàòíèì ÷èñëó 2011, 
і çàïèñóâàòèìåòüñÿ çà äîïîìîãîþ öèôð 0 і 1. 

Ù. â. ä.

Приклад 8  Äîâåäіòü, ùî ñåðåä ÷èñåë 111...1 є ÷èñëî, ùî 
äіëèòüñÿ íà 2011. 
Розв’язання

Ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäі ìè îòðèìàëè ÷èñëî , 

ÿêå äіëèòüñÿ íà 2011. Çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿäі à ⋅ 10k. Äðó-
ãèé ìíîæíèê öüîãî ÷èñëà íå êðàòíèé ÷èñëó 2011. Òîäі ÷èñëî 

 äіëèòüñÿ íà 2011. Ù. â. ä.

Íå òðåáà çàáóâàòè ïðî óëþáëåíèé ìåòîä äîâåäåííÿ Åâêëі-
äà – ìåòîä âіä ñóïðîòèâíîãî.
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Приклад 9  Ó êëàñі 30 ó÷íіâ. Îäèí ç íèõ çðîáèâ ó äèêòàíòі 
13 ïîìèëîê, à іíøі – ìåíøó êіëüêіñòü. Äîâåäіòü, ùî ïðèíàéìíі 
3 ó÷íі çðîáèëè îäíàêîâó êіëüêіñòü ïîìèëîê. (Çàóâàæèìî, ùî 
êіëüêіñòü ïîìèëîê ìîæå äîðіâíþâàòè íóëþ.)

Розв’язання
Êіëüêіñòü ïîìèëîê, ùî çðîáèëè 30 – 1 = 29 ó÷íіâ, ìîæå 

äîðіâíþâàòè 0, 1, ..., 12 – óñüîãî 13 çíà÷åíü. Íåõàé êîæíî-
ìó іç öèõ 13 ÷èñåë âіäïîâіäàє ïî äâà ó÷íі. Òîäі ìàєìî çàãàëü-
íó êіëüêіñòü ó÷íіâ . Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòі. 

Òâåðäæåííÿ óìîâè äîâåäåíî.

Приклад 10  Äîâåäіòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ 100 ÷èñåë ìîæ-
íà çíàéòè 15 òàêèõ, ùî ðіçíèöÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ç íèõ äі-
ëèòüñÿ íà 7 áåç îñòà÷і. 

Розв’язання
Ìàєìî 7 îñòà÷ âіä äіëåííÿ íà 7 (0, 1, ..., 6). Íåõàé íå-

ìîæëèâî âèáðàòè 15 ÷èñåë ç îäíàêîâîþ îñòà÷åþ. Òîäі ñåðåä 
100 äàíèõ ÷èñåë íå áіëüøå ÿê 14 ìàþòü îäíàêîâó îñòà÷ó. 
Ìàєìî . Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòі. 

Òâåðäæåííÿ óìîâè äîâåäåíî.

Ñôîðìóëþєìî ïðèíöèï Äіðіõëå ìîâîþ ìíîæèí. 

Íåõàé ìàєìî ìíîæèíè À = {a1, à2, ..., àm} і B = {b1, b2, 
..., bn}. Êîæíîìó åëåìåíòó àі ìíîæèíè À ïîñòàâèìî ó âіäïî-
âіäíіñòü åëåìåíò bі ìíîæèíè Â. Íàçâåìî òàêó âіäïîâіäíіñòü 
âіäîáðàæåííÿì À ó Â, à bі – îáðàçîì àі. 

ßêùî m > n, òî ïðè áóäü-ÿêîìó âіäîáðàæåííі ìíîæèíè À 
ó ìíîæèíó Â çíàéäóòüñÿ äâà åëåìåíòè ç À, ÿêі ìàþòü îäèí і 
òîé ñàìèé îáðàç.

Приклад 11*  Êîîðäèíàòè ï’ÿòè òî÷îê êîîðäèíàòíîї ïëî-
ùèíè є öіëèìè ÷èñëàìè. Äîâåäіòü, ùî ñåðåä óñіõ òðèêóòíè-
êіâ ç âåðøèíàìè â çàäàíèõ òî÷êàõ є ïðèíàéìíі òðè, ïëîùі 
ÿêèõ âèðàæàþòüñÿ öіëèìè ÷èñëàìè.

Розв’язання
Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ÿêùî äî êîîðäèíàòè îäíієї ç âåð-

øèí òðèêóòíèêà, ïëîùó ÿêîãî âèðàæåíî öіëèì ÷èñëîì, äî-
äàòè ïàðíå ÷èñëî, îòðèìàєìî òðèêóòíèê іç ïëîùåþ, ùî òåæ 
áóäå öіëèì ÷èñëîì.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó çàäàíèõ òî÷îê À = {À1, À2, À3, À4, À5}. 
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Äîäàìî àáî âіäíіìåìî âіä êîîðäèíàò çàäàíèõ òî÷îê òàêі 
ïàðíі ÷èñëà, ùîá êîæíà êîîðäèíàòà çàäàíîї òî÷êè ïåðåòâî-
ðèëàñÿ íà 0 àáî íà 1. Îòðèìàєìî ìíîæèíó Â, ÿêà ñêëàäà-
єòüñÿ іç ÷îòèðüîõ òî÷îê {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1)}. Òîäі, 
çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, õî÷à á äâі òî÷êè ç ìíîæèíè À ìàþòü 
îäèí і òîé ñàìèé îáðàç ó ìíîæèíі Â. 

Íåõàé âåðøèíè À1 і À2 ïåðåòâîðèëèñÿ â îäíó òî÷êó ìíî-
æèíè Â. Òîäі òðèêóòíèêè À3À1À2, À4À1À2 і À5À1À2 çà îáðàç 
ìàòèìóòü âіäðіçêè, ïëîùà ÿêèõ äîðіâíþє íóëþ. Çâіäñè (âðà-
õóéòå çàóâàæåííÿ, âêàçàíå íà ïî÷àòêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ) ïëîùі 
é âêàçàíèõ òðüîõ òðèêóòíèêіâ äîðіâíþþòü íóëþ.

Ù. â. ä. 

ЗАВДАННЯ 9
1. Øіñòü øêîëÿðіâ ç’їëè 7 öóêåðîê. Äîâåäіòü, ùî õî÷à á 

îäèí ç íèõ ç’їâ 2 öóêåðêè. 
2. Ñіì’ÿ Ïåòðåíêіâ ñêëàäàєòüñÿ ç âîñüìè îñіá. Äîâåäіòü, ùî 

õî÷à á äâîє ç íèõ íàðîäèëèñÿ â îäèí äåíü òèæíÿ.
3. Ó øêîëі 740 ó÷íіâ. Äîâåäіòü, ùî ïðèíàéìíі òðîє ç íèõ 

íàðîäèëèñÿ â îäèí і òîé ñàìèé äåíü òîãî ñàìîãî ìіñÿöÿ.
4. Äâàäöÿòü îäíîìó õëîïöåâі äàëè 200 ãîðіõіâ. Äîâåäіòü, 

ùî ÿê áè öі ãîðіõè íå ðîçïîäіëÿëè ìіæ õëîïöÿìè, çíàé-
äåòüñÿ äâîє, ÿêі îòðèìàëè îäíàêîâó êіëüêіñòü ãîðіõіâ.

5. Ó äâîõ êëàñàõ 50 ó÷íіâ. Äîâåäіòü, ùî õî÷à á ÷åòâåðî ç 
íèõ íàðîäèëèñÿ îäíîãî ìіñÿöÿ.

6. Ó øêîëі íàâ÷àєòüñÿ 980 ó÷íіâ. Äîâåäіòü, ùî õî÷à á ó 
äâîõ ç íèõ çáіãàþòüñÿ іíіöіàëè.

7. ×è ìîæíà âèâåçòè 50 êàìåíіâ, âàãà ÿêèõ 370 êã, 372 êã, 
..., 468 êã, íà 7 òðèòîííèõ âàíòàæіâêàõ? 

8. ×èñëà âіä 1 äî 10 çàïèñàëè â ðÿäîê ó äîâіëüíîìó ïîðÿä-
êó, äî êîæíîãî ç íèõ äîäàëè íîìåð ìіñöÿ ðîçìіùåííÿ 
÷èñëà. Äîâåäіòü, ùî ïðèíàéìíі äâі ñóìè çàêіí÷óþòüñÿ 
îäíàêîâîþ öèôðîþ. 

9. Äîâåäіòü, ùî ç äîâіëüíèõ 12 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà 
îáðàòè äâà, ðіçíèöÿ ÿêèõ äіëèòüñÿ íà 11.

10. Äîâåäіòü, ùî ñåðåä 101 öіëîãî ÷èñëà ìîæíà îáðàòè äâà, 
ðіçíèöÿ ÿêèõ äіëèòüñÿ íà 100. 

11. Ó ðÿäîê çàïèñàíî ï’ÿòü äîâіëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Äî-
âåäіòü, ùî àáî îäíå ç íèõ äіëèòüñÿ íà 5, àáî äіëèòüñÿ íà 5: 
à) ðіçíèöÿ äâîõ іç öèõ ÷èñåë; á) ñóìà êіëüêîõ іç öèõ ÷èñåë. 

12. Äîâåäіòü, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N іñíóє ÷èñëî, ÿêå çàïèñó-
єòüñÿ òіëüêè çà äîïîìîãîþ öèôð 1 і 0 òà äіëèòüñÿ íà n. 
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13. Îáåðåìî äîâіëüíèì ÷èíîì ï’ÿòü îñіá. Äîâåäіòü, ùî ïðè-
íàéìíі äâîє ç íèõ ìàþòü îäíàêîâó êіëüêіñòü çíàéîìèõ 
ñåðåä îáðàíèõ. 

14*. Ó êëàñі 25 ó÷íіâ. Âіäîìî, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ òðüîõ ç 
íèõ є äâîє äðóçіâ. Äîâåäіòü, ùî є ó÷åíü, ó ÿêîãî íå ìåí-
øå ÿê 12 äðóçіâ.

15*. Äîâåäіòü, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N іñíóє ÷èñëî, ÿêå äі-
ëèòüñÿ íà n і â çàïèñó ÿêîãî òðàïëÿþòüñÿ âñі öèôðè: 0, 
1, 2, ..., 9. 

16*. ×è ìîæíà çíàéòè 16 ÷èñåë, ÿêі çàäîâîëüíÿþòü òó ñàìó 
óìîâó, ùî ó ïðèêëàäі 10 (ñ. 11)?

17*. Äîâåäіòü, ùî ç äîâіëüíèõ 52 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà 
îáðàòè äâà ÷èñëà òàê, ùîá àáî їõíÿ ñóìà, àáî їõíÿ ðіçíè-
öÿ äіëèòüñÿ íà 100. 

18*. Äîâåäіòü, ùî ÿêùî ÷èñëà à і b âçàєìíî ïðîñòі, òî іñíóє 
òàêå íàòóðàëüíå k, ùî  äіëèòüñÿ íà b.

19*. Âіñіì øêîëÿðіâ ðîçâ’ÿçóâàëè 8 çàäà÷. Ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî 
êîæíó çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàëè ïî 5 ó÷íіâ. Äîâåäіòü, ùî çíàé-
äóòüñÿ òàêі äâà ó÷íі, ùî êîæíó çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàâ õî÷à á 
îäèí ç íèõ.

20*. Ó ðÿäîê âèïèñàëè ï’ÿòü äîâіëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: à1, 
à2, à3, à4, à5. Äîâåäіòü, ùî àáî îäíå ç íèõ äіëèòüñÿ íà 5, àáî 
ñóìà êіëüêîõ ÷èñåë, ÿêі ðîçìіùåíі ïîðÿä, äіëèòüñÿ íà 5.

21*. Íà àðêóøі â êëіòèíêó âіäìіòèëè ï’ÿòü òî÷îê, ùî ìіñ-
òÿòüñÿ ó âóçëàõ êëіòèíîê. Äîâåäіòü, ùî õî÷à á îäèí ç âіä-
ðіçêіâ, ùî ñïîëó÷àє öі òî÷êè, ïðîõîäèòü ÷åðåç âóçîë ñіò-
êè.

22*. Äîâåäіòü, ùî ñåðåä áóäü-ÿêèõ n + 1 ðіçíèõ íàòóðàëüíèõ 
÷èñåë, íå áіëüøèõ çà 2n, ìîæíà çíàéòè äâà ÷èñëà, ç ÿêèõ 
îäíå äіëèòüñÿ íà äðóãå áåç îñòà÷і.

23*. Ó êðàїíі Äåÿêіé êîæåí ç 2012 äåïóòàòіâ ïàðëàìåí-
òó äàâ òóìàêà ðіâíî îäíîìó êîëåçі. Äîâåäіòü, ùî ìîæíà 
ñôîðìóâàòè äåïóòàòñüêó êîìіñіþ ç 670 äåïóòàòіâ, ÿêі íå 
ç’ÿñîâóâàëè á ñòîñóíêè âêàçàíèì ñïîñîáîì. 

24*. Ïåòðî ðîçâ’ÿçóє ùîäíÿ íå ìåíøå íіæ îäíó çàäà÷ó, ïðî-
òÿãîì òèæíÿ – íå áіëüøå 12 çàäà÷. Äîâåäіòü, ùî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó òðàïèòüñÿ êіëüêà òàêèõ ïîñëіäîâíèõ äíіâ, çà 
ÿêі ó÷åíü ðîçâ’ÿæå 20 çàäà÷.

25*. Íà àðêóøі â êëіòèíêó ïîçíà÷èëè ï’ÿòü òî÷îê, ùî ìіñ-
òÿòüñÿ â êóòàõ êëіòèíîê. Äîâåäіòü, ùî õî÷à á îäèí âіäðі-
çîê ç êіíöÿìè ó öèõ òî÷êàõ ïðîõîäèòü ÷åðåç âóçîë êëіòè-
íîê (âіäìіííèé âіä çàäàíèõ).
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Äîäàòîê 1

Дворівнева програма курсу за вибором 
«Працюємо на множині цілих чисел»

äëÿ ó÷íіâ 9 (àáî 10) êëàñó çàãàëüíîîñâіòíіõ íàâ÷àëüíèõ 
çàêëàäіâ òà êëàñіâ ïðîôіëüíîãî òà ïîãëèáëåíîãî 

âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè (8 і 9 êëàñè)

ПОЯСНЮВАЛЬНА ЗАПИСКА
Óæå ó ïî÷àòêîâіé øêîëі äіòè çíàþòü äіëåííÿ ÿê äіþ, îáåð-

íåíó äî ìíîæåííÿ, âìіþòü äіëèòè íàòóðàëüíі ÷èñëà ç îñòà-
÷åþ, çíàþòü, ùî òàêå ïðîñòå ÷èñëî, à ïіçíіøå çíàõîäÿòü 
ÍÑÄ і ÍÑÊ äâîõ ÷èñåë, âèâ÷àþòü îçíàêè ïîäіëüíîñòі. Ïðîòå 
íà âñòóïíîìó іñïèòі (çîâíіøíüîìó òåñòóâàííі) ç ìàòåìàòèêè 
àáî íà ìàòåìàòè÷íіé îëіìïіàäі ñàìå çàâäàííÿ ç òåîðії ÷èñåë є 
íàéñêëàäíіøèìè äëÿ ó÷íіâ òà àáіòóðієíòіâ.

Ïðîãðàìà êóðñó є äâîðіâíåâîþ çà ðіâíåì ñêëàäíîñòі òà âіä-
ïîâіäíèì ãîäèííèì íàïîâíåííÿì, ïðîïîíóє ñè ñòåìàòèçàöіþ 
øêіëüíîãî íàâ÷àëüíîãî ìàòåðіàëó ç òàêèõ òåì, ÿê ïîíÿò-
òÿ ïðîñòîãî і ñêëàäåíîãî ÷èñëà, îçíàêè ïîäіëüíîñòі, äіëåí-
íÿ ç îñòà÷åþ òîùî, óçàãàëüíåííÿ é ïîãëèáëåííÿ çíàíü ó÷íіâ 
ç åëåìåíòàðíîї òåîðії ÷èñåë, çàñòîñóâàííÿ âèâ÷åíîãî äî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷. Äëÿ êëàñіâ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì 
ìàòåìàòèêè (îêðåìèõ êëàñіâ ïðîôіëüíîãî íàâ÷àííÿ) ïðî-
ïîíóєòüñÿ ðîçãëÿíóòè òåîðіþ ëèøêіâ і їõ çàñòîñóâàííÿ ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷, ðîçâ’ÿçóâàííі íåâèçíà÷åíèõ ðіâíÿíü, çà-
ñòîñóâàííÿ ìåòîäіâ ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії, ïðèíöèïó Äіðіõ-
ëå, ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïіäâèùåíîї ñêëàäíîñòі. 

Äàíèé êóðñ ñïðèÿє ôîðìóâàííþ â ó÷íіâ àáñòðàêòíîãî òà 
àëãîðèòìі÷íîãî âèäіâ ìèñëåííÿ, çäàòíîñòі äî àíàëіçó é óçà-
ãàëüíåííÿ, ïîøóêîâîї åâðèñòè÷íîї äіÿëüíîñòі, áіëüø ãëèáî-
êîãî ðîçóìіííÿ ëîãіêè ìàòåìàòè÷íèõ äîâåäåíü, ïіäãîòîâöі 
ó÷íіâ äî ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè ó ÂÒÍÇ. 

ßê îñíîâíèé ïðîïîíóєòüñÿ ïîñіáíèê «Ïðàöþєìî íà ìíîæèíі 
öіëèõ ÷èñåë» Ãàëèíè Àïîñòîëîâîї*, ó ÿêîìó ïîñëіäîâíî ïðåä-
ñòàâëåíî íàâ÷àëüíèé ìàòåðіàë äàíîї òåìàòèêè і äèäàêòè÷íèé 
ìàòåðіàë äî íüîãî. 

Çàóâàæåííÿ. Ìàòåðіàë òà ãîäèííå íàïîâíåííÿ äëÿ êóðñó ïіä-
âèùåíîãî ðіâíÿ ñêëàäíîñòі ïðåäñòàâëåíî ó êâàä ðàòíèõ äóæêàõ.

Âèâ÷åííÿ êóðñó ðîçðàõîâàíî íà 32 íàâ÷àëüíі ãîäèíè 
[64 íàâ÷àëüíі ãîäèíè] – ïî 2 ãîäèíè íà òèæäåíü ïðîòÿãîì 
îäíîãî ïіâðі÷÷ÿ ó 9 àáî 10 êëàñі [ïî 2 ãîäèíè íà òèæäåíü 
ïðîòÿãîì íàâ÷àëüíîãî ðîêó â 9 àáî 10 êëàñі].

* Îêðіì äàíîãî ïîñіáíèêà, äèâ. ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíîї ëіòåðàòó-
ðè íà ñ. 121.
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Ðîçïîäіë ãîäèí óìîâíèé, òåìàòè÷íå òà äèäàêòè÷íå íà-
ïîâíåííÿ ìîæå êîðåãóâàòèñÿ â÷èòåëåì çàëåæíî âіä ïîòðåá і 
ìîæëèâîñòåé êîíêðåòíîї ãðóïè ó÷íіâ.

 Çìіñò 
íàâ÷àëüíîãî 
ìàòåðіàëó

Íàâ÷àëüíі 
äîñÿãíåííÿ 

ó÷íіâ 

Îðієíòîâ-
íèé

ìàòåðіàë 
çà ïîñіáíè-

êîì [1]

Òåìà 1. Îçíà÷åííÿ і íàé-
ïðîñòіøі âëàñòèâîñòі ïî-
äіëüíîñòі – 8 ãîä [12 ãîä].
Ïðîñòі òà ñêëàäåíі ÷èñëà. 
Âëàñòèâîñòі ïîäіëüíîñòі. 
Ïàðíіñòü ÷èñëà òà її âèêî-
ðèñòàííÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі 
çàäà÷. Ðîçêëàäàííÿ ÷èñëà 
íà ïðîñ òі ìíîæíèêè і ïî-
âíèé êâàä ðàò ÷èñëà. Íàé-
áіëüøèé ñïіëüíèé äіëüíèê 
і íàéìåíøå ñïіëüíå êðàò-
íå. [Ôóíêöіÿ Åéëåðà òà її 
âëàñòèâîñòі.] Âëàñòèâîñòі 
ïîäіëüíîñòі ñóìè îäíàêî-
âèõ íåïàðíèõ ñòåïåíіâ, ðіç-
íèöі îäíàêîâèõ ñòåïåíіâ. 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.

Ïîÿñíþє, ùî òàêå: ïðî-
ñòå é ñêëàäåíå ÷èñëî; 
ðîçêëàä ÷èñëà íà ïðîñ òі 
ìíîæíèêè; âëàñòèâîñòі 
ñóìè, ðіçíèöі é äîáóòêó 
äâîõ öіëèõ ÷èñåë; ðîçìі-
ùåííÿ ÷èñåë ïàðíèõ, íå-
ïàðíèõ, êðàòíèõ îäíîìó 
іç ÷èñåë íà ÷èñëîâіé îñі; 
ÍÑÊ і ÍÑÄ.
Ðîçâ’ÿçóє çàäà÷і íà âèêî-
ðèñòàííÿ âêàçàíèõ âëàñ-
òèâîñòåé öіëèõ ÷èñåë.

§ 1.
Çàâäàííÿ 1 

Òåìà 2. Çàïèñ ÷èñëà і îçíà-
êè ïîäіëüíîñòі – 8 ãîä 
[10 ãîä].
Ïîçèöіéíі òà íåïîçèöіéíі 
ñè ñòåìè ÷èñëåííÿ. Äâіé-
êîâà ñè ñòåìà ÷èñëåííÿ. 
[Àðèôìåòè÷íі äії ó ñè ñòåìі 
÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 2, 8, n. 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷. Ãðà â 
òðè êóïêè êàìіíöіâ.] Äå-
ñÿòêîâà ñè ñòåìà ÷èñëåííÿ 
òà îçíàêè ïîäіëüíîñòі. ×èñ-
ëî Øàõåðåçàäè і îçíàêè 
ïîäіëüíîñòі íà 7, 11 і 13. 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.

Ïîÿñíþє, ùî òàêå: ïîçè-
öіéíі òà íåïîçèöіéíі ñè-
ñòåìè ÷èñëåííÿ, ñè ñòåìà 
÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ n.
Íàâîäèòü ïðèêëàäè çà-
ïèñó ÷èñëà ó íåäåñÿòêî-
âіé ñè ñòåìі ÷èñëåííÿ (çî-
êðåìà ó äâіéêîâіé).
[Çäіéñíþє: ïåðåõіä ó çàïè-
ñі ÷èñëà ìіæ ñè ñòåìàìè 
÷èñëåííÿ ç ðіçíèìè îñíî-
âàìè; àðèôìåòè÷íі äії іç 
÷èñëàìè ó äâіéêîâіé ñè-
ñòåìі ÷èñëåííÿ.]
Ôîðìóëþє é äîâîäèòü: 
îçíàêè ïîäіëüíîñòі íà 2, 
4, 8, 3, 9 [7, 11, 13]. 
Çàñòîñîâóє âèâ÷åíå ó 
ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷.

§ 2.
Çàâäàííÿ 2 
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Òåìà 3. Àðèôìåòèêà îñòàí-
íіõ öèôð ÷èñëà і ñòåïіíü 
öüîãî ÷èñëà – 3 ãîä [5 ãîä].
Ïåðіîäè÷íіñòü ó çàïèñó 
îñòàííüîї öèôðè ÷èñëà ïðè 
ïіäíåñåííі éîãî äî ñòåïåíÿ.
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.

Ïîÿñíþє âіäïîâіäíі âëàñ-
òèâîñòі ÷èñåë. 
Çàñòîñîâóє âèâ÷åíå ó 
ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷. 

§ 3.
Çàâäàííÿ 3

Òåìà 4. Äіîôàíòîâі ðіâíÿí-
íÿ (íåâèçíà÷åíі ðіâíÿí-
íÿ) – 3 ãîä [6 ãîä].
Іñòîðè÷íі âіäîìîñòі. Àë-
ãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ ëі-
íіéíèõ äіîôàíòîâèõ ðіâ-
íÿíü і éîãî çàñòîñóâàííÿ. 
[Ðîçâ’ÿçóâàííÿ äіîôàíòî-
âèõ ðіâíÿíü âèùèõ ñòåïå-
íіâ. Âåëèêà òåîðåìà Ôåð-
ìà. Ñïîñіá ðîçêëàäàííÿ íà 
ìíîæíèêè. Òåîðåìà Áåçó. 
Ïàðíіñòü òà ïîäіëüíіñòü 
ïðèõîäÿòü íà äîïîìîãó.] 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.

Ðîçâ’ÿçóє íàéïðîñòіøі 
ðіâíÿííÿ íà ìíîæèíі öі-
ëèõ ÷èñåë (ëіâà ÷àñòèíà – 
äîáóòîê ëіíіéíèõ âèðàçіâ 
ç íåâіäîìèìè, ïðàâà – 
öіëå ÷èñëî). 
Ïîÿñíþє àëãîðèòì 
ðîçâ’ÿ çóâàííÿ ëіíіéíèõ 
äіî ôàí òî âèõ ðіâíÿíü. 
Çàñòîñîâóє âèâ÷åíå äî 
ðîçâ’ÿ çó âàííÿ çàäà÷, çî-
êðåìà ó òðèãîíîìåòðії. 

§ 4. 
Çàâäàííÿ 4

Òåìà 5. Àðèôìåòèêà öèôð 
ó êîìáіíàòîðíèõ çàäà÷àõ – 
3 ãîä [6 ãîä].
Ïðàâèëî ìíîæåííÿ. Ïðàâè-
ëî äîäàâàííÿ. Ïåðåñòà íîâêè. 
[Ðîçìіùåííÿ. Êîìáіíàöії. 
Âëàñòèâîñòі êîìáіíàöіé. Áі-
íîì Íüþòîíà.] 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.

Ïîÿñíþє ïðèíöèï ðîç-
â’ÿ çóâàííÿ çàäà÷, ïîâ’ÿ-
çàíèõ ç âèçíà÷åííÿì 
êіëüêîñòі ÷èñåë ïåâíîї 
êіëüêîñòі çíàêіâ, öèôðè 
ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ïåâ-
íі óìîâè. Ðîçâ’ÿçóє íàé-
ïðîñòіøі çàäà÷і äàíîї òå-
ìàòèêè.
[Çàñòîñîâóє âèâ÷åíå ó 
ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷].

§ 5.
Çàâäàííÿ 5

Òåìà 6. Äіëåííÿ ç îñòà-
÷åþ – 5 ãîä [5 ãîä].
Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿò-
òÿ äіëåííÿ ç îñòà÷åþ. 
Ïðîñòі ÷èñëà òà їõ êіëü-
êіñòü – äîâåäåííÿ Åâêëі-
äà. Ñòåïіíü ÷èñëà é îñòà÷і. 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷. 

Ïîÿñíþє, ùî òàêå îñòà÷à 
âіä äіëåííÿ öіëîãî ÷èñ-
ëà íà íàòóðàëüíå ÷èñëî, 
íàéïðîñòіøі âëàñòèâîñ-
òі îñòà÷, ðіçíі ñïîñîáè 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ. 
Ðîçâ’ÿçóє íàéïðîñòіøі çà-
äà÷і íà їõ âèêîðèñòàííÿ.

§ 6.
Çàâäàííÿ 6

Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöі
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Òåìà 7. Àðèôìåòèêà îñòà÷ 
çà ìîäóëåì – [6 ãîä].
[Îñíîâíі ïîíÿòòÿ. Âëàñòè-
âîñòі ïîðіâíÿíü. Ïîðіâíÿí-
íÿ і ñòåïіíü ÷èñëà. Ìàëà 
òåîðåìà Ôåðìà. Ïîðіâíÿí-
íÿ і îçíàêè ïîäіëüíîñòі. 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷.]

§ 7.
Çàâäàííÿ 7

Òåìà 8. Ìåòîä ìàòåìàòè÷-
íîї іíäóêöії – [5 ãîä]. 
[Áàçà іíäóêöії. Іíäóêöіé-
íèé ïåðåõіä. Ïîâíà é íåïî-
âíà ìàòåìàòè÷íà іíäóêöіÿ. 
Äîâåäåííÿ ôîðìóëè áіíîìà 
Íüþòîíà. Çàñòîñóâàííÿ ìå-
òîäó ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії 
ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷ íà 
ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë.]

Ïîÿñíþє çìіñò ìåòîäó 
ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії. 
Íàâîäèòü ïðèêëàäè 
éîãî çàñòîñóâàííÿ.

§ 8.
Çàâäàííÿ 8

Òåìà 9. Ïðèíöèï Äіðіõëå – 
[5 ãîä]. 
[Ïðèíöèï Äіðіõëå. Óçàãàëü-
íåíèé ïðèíöèï Äіðіõëå. 
Ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó 
Äіðіõëå ÷åðåç ïîíÿòòÿ ìíî-
æèí. Çàñòîñóâàííÿ ïðèíöè-
ïó ïðè ðîçâ’ÿçóâàííі çàäà÷ 
íà ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë.]

Ïîÿñíþє çìіñò ïðèíöè-
ïó Äіðіõëå. 
Íàâîäèòü ïðèêëàäè éîãî 
çàñòîñóâàííÿ.

§ 9.
Çàâäàííÿ 9

Ðåçåðâíі – 2 ãîä [4 ãîä].

Ìåòîäè÷íі ðåêîìåíäàöії ùîäî ðåàëіçàöії ïðîãðàìè. Çàäà-
÷і ïðîïîíîâàíîї òåìàòèêè äëÿ áіëüøîñòі ó÷íіâ є íåñòàíäàðò-
íèìè. Їõ îïðàöþâàííÿ – ÷óäîâà ïіäãîòîâêà ìèñëåííÿ ó÷íіâ 
äî ãëèáøîãî íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè (äîïðîôіëüíà îðієíòàöіÿ), 
äëÿ äåÿêèõ ó÷íіâ – ïіäãîòîâêà äî ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàíü, à 
ìîæëèâî, é ïîäàëüøîї íàóêîâîї ðîáîòè. Ïðîòå öå ìîæëèâî 
ëèøå çà óìîâè ãëèáîêîãî ðîçóìіííÿ â÷èòåëåì îñîáëèâîñòåé 
ïåâíîї ãðóïè ó÷íіâ òà êîæíîãî ç íèõ îêðåìî. Ðàäèìî òàêå.
 • Ðîçâ’ÿçóéòå íå âñі çàäà÷і ïіäðÿä, à îáèðàéòå òі, ùî çàöі-

êàâëÿòü ñàìå âàøèõ ó÷íіâ і ïîñèëüíі ñàìå âàøèì ó÷íÿì, 
ïðîòå ïіäâèùåíîї äëÿ íèõ ñêëàäíîñòі.

 • Íå íàìàãàéòåñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè ÿêîìîãà áіëüøå çàäà÷ íà îäíî-
ìó çàíÿòòі. Êðàùå ðîçâ’ÿçàòè îäíó-äâі çàäà÷і, ïðîòå âіä÷óòè 

Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöі
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«ñìàê» їõíіõ іäåé, ðåòåëüíî îáìіðêóâàòè їõ ðîçâ’ÿçóâàííÿ, 
íіæ ïîâåðõíåâî ïðîáіãòèñÿ ïîâç äåñÿòîê çàäà÷. 

 • Îáãîâîðþþ÷è ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïåâíîї çàäà÷і, çâåðíіòü óâàãó 
ó÷íіâ íà іäåї, ùî ïðèâåëè äî ðîçâ’ÿçêó; ÷èì âîíè ñõîæі íà 
іäåї ðîçâ’ÿçóâàííÿ іíøèõ çàäà÷ і ÷èì âіäðіçíÿþòüñÿ; ðîç-
ãëÿíüòå іíøі ñïîñîáè ðîçâ’ÿçóâàííÿ.

 • Ïðîàíàëіçóéòå ç ó÷íÿìè: ÿê çìіíèòüñÿ ðåçóëüòàò, ÿêùî 
äåùî çìіíèòè óìîâó çàäà÷і; ÷è ìîæíà óçàãàëüíèòè òâåð-
äæåííÿ çàäà÷і; ÷è ïðàâèëüíèì áóäå òâåðäæåííÿ, îáåðíåíå 
äî òâåðäæåííÿ óìîâè; ÿêі öіêàâі âèñíîâêè âèïëèâàþòü ç 
äàíîї çàäà÷і òîùî.

 • Äîïîìîæіòü ó÷íÿì îðãàíіçóâàòè ðîáîòó íàä çàäà÷åþ: âè-
ÿâèòè êîëî âіäïîâіäíèõ «іäåé», çàôіêñóâàòè ìàòåìà-
òè÷íîþ ìîâîþ ïåâíі ìіðêóâàííÿ òà ëîãі÷íі êðîêè ïîøó-
êó ðîçâ’ÿçêó; îáðàòè çðó÷íó äëÿ òîãî ôîðìó çàïèñó òà 
«ìîâó».

 • ×àñ âіä ÷àñó ïîâåðòàéòåñÿ äî ðàíіøå îïðàöüîâàíîї òåìà-
òèêè, ïðîïîíóéòå ó÷íÿì äåùî ñêëàäíіøі çàäà÷і, íіæ ðîç-
ãëÿäàëèñÿ ðàíіøå. Âàæëèâî, ùîá òàêå ïîâòîðåííÿ áóëî íå 
«êîëîì», à «ñïіðàëëþ». Òîäі, îêðіì çàêðіïëåííÿ âіäïîâіä-
íèõ íàâè÷îê ìèñëåííÿ ó÷íіâ, çäіéñíþâàòèìåòüñÿ óçàãàëü-
íåííÿ òà ïîãëèáëåííÿ їõ çíàíü.

 • Âàæëèâèì є íå ðіâåíü çàäà÷, îïðàöüîâàíèõ ç ó÷íÿìè âіä-
íîñíî, íàïðèêëàä, îëіìïіàäíèõ çàâäàíü ÷åòâåðòîãî åòàïó 
ó÷íіâñüêèõ çìàãàíü, à ùî íîâîãî îòðèìàâ âàø ó÷åíü ïî çà-
êіí÷åííі çàíÿòòÿ.

 • Ãîëîâíå, ùîá â ó÷íіâ ç’ÿâèëîñÿ âіä÷óòòÿ ïåðåìîãè íàä çà-
äà÷åþ, âіä÷óòòÿ óñïіõó òà çàäîâîëåííÿ âіä ðîáîòè, âïåâíå-
íîñòі ó ñîáі. Ñàìå öå є îñíîâíèì ïіäґðóíòÿì ôîðìóâàííÿ â 
ó÷íіâ ïîøóêîâîї àêòèâíîñòі, ÿêà, çà òâåðäæåííÿì ïñèõî-
ëîãіâ, є ãîëîâíîþ ìåòîþ òà ðóøіéíîþ ñèëîþ íàâ÷àííÿ.
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Äîäàòîê 2

Таблиця простих чисел, не більших за 6000
2
3
5
7

11
13
17
19
23
29
31
37
41
43
47
53
59
61
67
71
73
79
83
89
97

101
103
107
109
113
127
131
137
139
149
151
157
163
167
173
179
181
191
193
197
199
211
223
227
229
233
239
241
251
257
263
269
271
277
281
283
293
307
311
313
317

331
337
347
349
353
359
367
373
379
383
389
397
401
409
419
421
431
433
439
443
449
457
461
463
467
479
487
491
499
503
509
521
523
541
547
557
563
569
571
577
587
593
599
601
607
613
617
619
631
641
643
647
653
659
661
673
677
683
691
701
709
719
727
733
739
743

751
757
761
769
773
787
797
809
811
821
823
827
829
839
853
857
859
863
877
881
883
887
907
911
919
929
937
941
947
953
967
971
977
983
991
997

1009
1013
1019
1021
1031
1033
1039
1049
1051
1061
1063
1069
1087
1091
1093
1097
1103
1109
1117
1123
1129
1151
1153
1163
1171
1181
1187
1193
1201
1213

1217
1223
1229
1231
1237
1249
1259
1277
1279
1283
1289
1291
1297
1301
1303
1307
1319
1321
1327
1361
1367
1373
1381
1399
1409
1423
1427
1429
1433
1439
1447
1451
1453
1459
1471
1481
1483
1487
1489
1493
1499
1511
1523
1531
1543
1549
1553
1559
1567
1571
1579
1583
1597
1601
1607
1609
1613
1619
1621
1627
1637
1657
1663
1667
1669
1693

1697
1699
1709
1721
1723
1733
1741
1747
1753
1759
1777
1783
1787
1789
1801
1811
1823
1831
1847
1861
1867
1871
1873
1877
1879
1889
1901
1907
1913
1931
1933
1949
1951
1973
1979
1987
1993
1997
1999
2003
2011
2017
2027
2029
2039
2053
2063
2069
2081
2083
2087
2089
2099
2111
2113
2129
2131
2137
2141
2143
2153
2161
2179
2203
2207
2213

2221
2237
2239
2243
2251
2267
2269
2273
2281
2287
2293
2297
2309
2311
2333
2339
2341
2347
2351
2357
2371
2377
2381
2383
2389
2393
2399
2411
2417
2423
2437
2441
2447
2459
2467
2473
2477
2503
2521
2531
2539
2543
2549
2551
2557
2579
2591
2593
2609
2617
2621
2633
2647
2657
2659
2663
2671
2677
2683
2687
2689
2693
2699
2707
2711
2713

2719
2729
2731
2741
2749
2753
2767
2777
2789
2791
2797
2801
2803
2819
2833
2837
2843
2851
2857
2861
2879
2887
2897
2903
2909
2917
2927
2939
2953
2957
2963
2969
2971
2999
3001
3011
3019
3023
3037
3041
3049
3061
3067
3079
3083
3089
3109
3119
3121
3137
3163
3167
3169
3181
3187
3191
3203
3209
3217
3221
3229
3251
3253
3257
3259
3271

3299
3301
3307
3313
3319
3323
3329
3331
3343
3347
3359
3361
3371
3373
3389
3391
3407
3413
3433
3449
3457
3461
3463
3467
3469
3491
3499
3511
3517
3527
3529
3533
3539
3541
3547
3557
3559
3571
3581
3583
3593
3607
3613
3617
3623
3631
3637
3643
3659
3671
3673
3677
3691
3697
3701
3709
3719
3727
3733
3739
3761
3767
3769
3779
3793
3797

3803
3821
3823
3833
3847
3851
3853
3863
3877
3881
3889
3907
3911
3917
3919
3923
3929
3931
3943
3947
3967
3989
4001
4003
4007
4013
4019
4021
4027
4049
4051
4057
4073
4079
4091
4093
4099
4111
4127
4129
4133
4139
4153
4157
4159
4177
4201
4211
4217
4219
4229
4231
4241
4243
4253
4259
4261
4271
4273
4283
4289
4297
4327
4337
4339
4349

4357
4363
4373
4391
4397
4409
4421
4423
4441
4447
4451
4457
4463
4481
4483
4493
4507
4513
4517
4519
4523
4547
4549
4561
4567
4583
4591
4597
4603
4621
4637
4639
4643
4649
4651
4657
4663
4673
4679
4691
4703
4721
4723
4729
4733
4751
4759
4783
4787
4789
4793
4799
4801
4813
4817
4831
4861
4871
4877
4889
4903
4909
4919
4931
4933
4937

4943
4951
4957
4967
4969
4973
4987
4993
4999
5003
5009
5011
5021
5023
5039
5051
5059
5077
5081
5087
5099
5101
5107
5113
5119
5147
5153
5167
5171
5179
5189
5197
5209
5227
5231
5233
5237
5261
5273
5279
5281
5297
5303
5309
5323
5333
5347
5351
5381
5387
5393
5399
5407
5413
5417
5419
5431
5437
5441
5443
5449
5471
5477
5479
5483
5601

5503
5507
5519
5521
6527
5531
5557
5563
5569
5573
5581
5591
5623
5639
5641
5647
5651
5653
5657
5659
5669
5683
5689
5693
5701
5711
5717
5737
5741
5743
5749
5779
5783
5791
5801
5807
5813
5821
5827
5839
5843
5840
5851
5857
5861
5867
5860
5870
5881
5897
5903
5923
5927
5939
5953
5981
5987
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Äîäàòîê 3

Деякі степені чисел 2, 3 і 5

2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1 024
3 9 27 81 243 729 2 187 6 561 19 683 59 049
5 25 125 625 3 125 15 625 78 125 390 625 1 953 125 9 765 625

Äîäàòîê 4

Таблиця факторіалів чисел від 1 до 16

1! = 1
2! = 2
3! = 6
4! = 24
5! = 120
6! = 720
7! = 5040
8! = 40 320
9! = 362 880
10! = 3 628 800
11! = 39 916 800
12! = 479 001 600
13! = 6 227 020 800
14! = 87 178 291 200
15! = 1 307 674 368 000
16! = 20 922 789 888 000

×èñ-
ëî

Ñòå-
ïіíü
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ВІДПОВІДІ ТА ПОРАДИ

ЗАВДАННЯ 1
1.1. Íі. Ïîðàäà. Іç ÷îòèðüîõ äîäàíêіâ äâà ÷èñëà ïàðíі і äâà íå-

ïàðíі. Òîìó ñóìà âñіõ ÷îòèðüîõ ÷èñåë – ÷èñëî ïàðíå (áіëüøå çà 2). 
1.2. Íі. Ïîðàäà. Ñóìà òðüîõ íåïàðíèõ ÷èñåë – ÷èñëî íåïàðíå, à 
30 – ÷èñëî ïàðíå. 1.3. Íі. Ïîðàäà. Ñóìà ïàðíîї êіëüêîñòі íåïàðíèõ 
÷èñåë – ïàðíà. 1.4. Íі. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè çàóâàæåííÿ, ÿêå 
íàâåäåíî ïåðåä çàäà÷àìè öüîãî çàâäàííÿ. Ñóìà ï’ÿòè ïàðíèõ і 
ï’ÿòè íåïàðíèõ ÷èñåë – íåïàðíà, îòæå, íå ìîæå äîðіâíþâàòè 
íóëþ – ÷èñëó ïàðíîìó. 1.5. Íі. Ïîðàäà. Ìàєìî ñóìó 50 ÷èñåë, ç ÿêèõ 
25 – ïàðíі, à 25 – íåïàðíі. Îòæå, øóêàíà ñóìà áóäå íåïàðíîþ. 
1.6. à) 4 äіëüíèêè: 1, p, q, pq; á) 6 = (2 + 1)(1 + 1); â) 9; (n + 1)(m + 1). 
1.7. à) à ìàє 108 äіëüíèêіâ, b ìàє 96 äіëüíèêіâ; á) ; 
â) . 1.8. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ îçíàêîþ ïîäіëüíîñòі íà 3 
і âëàñòèâîñòÿìè ïîäіëüíîñòі (1)–(2), (5). 1.9. à) Ïîðàäà. Âðàõóéòå: 
ÿêùî n – ÷èñëî íåïàðíå, òî ÷èñëî ïåðåä íèì і íàñòóïíå çà íèì íà 
÷èñëîâіé îñі – ïàðíі; á)–ã) Ïîðàäà. Âðàõóéòå âëàñòèâіñòü (9). 
1.10. à) Ïîðàäà. Çàïèøіòü à2 + b2 ÿê (à + b)2 – 2àb; á) Ïîðàäà. Ðîç-
êëàäіòü âèðàç íà ìíîæíèêè і ñêîðèñòàéòåñÿ ïîðàäîþ äî à). 
1.11. à4 + 4b4 = (à2 + 2b2)2 – 4à2b2 = (à2 + 2àb + 2b2)(à2 – 2àb + 2b2). 
1.12. Ïîðàäà. Äîäàéòå (і âіäíіìіòü) ÷èñëî  і ãðóïóâàííÿì âè-
äіëіòü ìíîæíèê . 1.13. à) Òàê; á) òàê; â) íі; ã) òàê. Ïîðàäà. 
Ñêîðèñòàéòåñÿ âëàñòèâîñòÿìè (1)–(7). 1.14. Òàê. Ïîðàäà. Çàïèøіòü 
äàíèé âèðàç ó âèãëÿäі (a + b)2 – c2. 1.15. 2; 3; 19. Ïîðàäà. Íåõàé 

. Òîäі . Ç óìîâè, ùî z – ïðîñòå, ìàє-
ìî x – y = 1. Çâіäñè x = 3, y = 2 (áî x, y – ïðîñòі), z = 19. 1.16. 13. 
Ïîðàäà. Íåõàé áóëî x ìàâï і êîæíà ç íèõ çіáðàëà ïî y ãîðіõіâ. 
Êîæíà êèíóëà ïî x – 1 ãîðіõó. Òîäі Ìàóãëі îòðèìàâ x(y – x + 1) =
= 33 ãîðіõè. Îñêіëüêè îáèäâà ìíîæíèêè â ëіâіé ÷àñòèíі ðіâíîñòі 
öіëі, à äðóãèé ç íèõ íå 1, òî x ìîæå äîðіâíþâàòè àáî 3, àáî 11. 
Â îáîõ âèïàäêàõ îòðèìàєìî y = 13. 1.17. 12. Ïîðàäà. Çíàéäіòü 
ÍÑÄ (576; 180; 9060). 1.18. Òàê. 1.19. Íі. Ïîðàäà. Íåõàé a > b і 
ÍÑÄ (à; b) = d. Òîäі . Çà óìîâîþ , òîäі . 
1.20. Ó 4 ðàçè. Ïîðàäà. ßêùî îäíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà äðóãå, òî 
áіëüøå ÷èñëî є íàéìåíøèì ñïіëüíèì êðàòíèì öèõ ÷èñåë, à ìåí-
øå – íàéáіëüøèì ñïіëüíèì їõ äіëüíèêîì. 1.21. Òàê. 1.22. Íі. Ïîðà-
äà. Íàâåäåìî êîíòðïðèêëàä: ÍÑÄ (40; 12) = ÍÑÄ (12; 20) = 4, àëå 
ÍÑÄ (40; 20) = 20. 1.23. 1. Ïîðàäà. Çà óìîâîþ äàíі ÷èñëà à і b – íå-
ïàðíі, b = à + 8. Òîäі, ÿêùî à ìàє íåïàðíèé äіëüíèê, òî ÷èñëî 
a + 8 éîãî íå ìàє. 1.24. 10. Ïîðàäà. ÍÑÊ (a; 10a) : ÍÑÄ (a; 10a) =
= 10a : a = 10. 1.25. ÍÑÊ = 15y, ÍÑÄ = y. 1.26. 3. Ïîðàäà. Âðàõóé-
òå, ùî ñóìà öèôð êîæíîãî ç äàíèõ ÷èñåë êðàòíà ÷èñëó 3, àëå íå 
êðàòíà ÷èñëó 9; ðіçíèöÿ 123 465 – 123 456 = 9, òîáòî ÍÑÄ є äіëü-
íèêîì ÷èñëà 9. 1.27. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ âëàñòèâіñòþ (9). 
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1.28. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ âëàñòèâіñòþ (9). 1.29. Ïîðàäà. Ñêîðèñ-
òàéòåñÿ âëàñòèâіñòþ (9). 1.30. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå âñі ìîæëèâі âè-
ïàäêè ïîäіëüíîñòі ÷èñåë m і n íà 2. 1.31. Ïîðàäà. ßêùî îäíå ç äàíèõ 
÷èñåë êðàòíå ÷èñëó 3, òî äîáóòîê ÷èñåë äіëèòüñÿ íà 3. ßêùî æîäíå 
ç äàíèõ ÷èñåë íå äіëèòüñÿ íà òðè, òî êîæíå ç íèõ ìîæíà çàïèñàòè 
ó âèãëÿäі 3n + 1 àáî 3n + 2. Ðîçãëÿíüòå âñі ìîæëèâі âèïàäêè. 
1.32. Ïîðàäà.  +  = 4( ) + 2 – ïåðøèé äî-
äàíîê êðàòíèé ÷èñëó 4, à äðóãèé – íі. 1.33. Íі. Ïîðàäà. (a – 1) +
+ a + (a + 1) + (a + 2) = 2(2a + 1). Äðóãèé ìíîæíèê – íåïàðíèé, 
îòæå, âêàçàíà ñóìà ìіñòèòü ïðîñòèé ìíîæíèê 2 ó íåïàðíîìó ñòåïå-

íі. 1.34. à) p – 1; á) p2(1 – ). Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 14. 1.35. Ïîðà-

äà. Äèâ. ïðèêëàä 16. 1.36. 35. Ïîðàäà. 6 + 4 + 6 . 
1.37. 16 ì2. Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå äîâæèíè ñòîðіí êâàä ðàòíèõ êіìíàò 
ÿê x і y, äå x2 = y2 + 7. Òîäі (x – y)(x + y) = 7. Çâіäñè x – y = 1, 
x + y = 7; x = 4, x2 = 16. 1.38. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 7. 1.39. à) 2; 
á) 3; â) 2; ã) 5. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 11. 1.40. Ïîðàäà. Äèâ. ïðè-
êëàäè 12 і 13. 1.41. 65. Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå øóêàíå ÷èñëî ÿê õ. Òîäі 
x + 16 = n2, x – 16 = m2, n2 – m2 = 32, (n – m)(n + m) = 32 =
= . Ðîçãëÿíüòå òðè ìîæëèâі âèïàäêè: n – m = 1, 
n + m = 32; n – m = 2, n + m = 16; n – m = 4, n + m = 8. 1.42. Ïîðàäà. 
Ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ äëÿ an – bn. 
1.43. Ïîðàäà. Çàäàíі ÷èñëà íàëåæàòü ìíîæèíі {3k – 1; 3t + 1}. Ðîç-
ãëÿíüòå âñі ìîæëèâі âèïàäêè. 1.44. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ìåòîäîì 
âіä ñóïðîòèâíîãî. 1.45. Ïîðàäà. Íåõàé d – ñïіëüíèé äіëüíèê äàíèõ 
÷èñåë à і b. Òîäі 32 = (à – b) e d. Çâіäñè d, ÿê äіëüíèê 32, є îäíèì іç 
÷èñåë {2; 4; 8; 16; 32}, òîáòî ÷èñëîì ïàðíèì. Îòæå, à і b – ïàðíі, 
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâі. 1.46. 15 і 12. Ïîðàäà. ßêáè êîæíèé äîäàíîê 
çáіëüøèëè â 3 ðàçè, òî ñóìà äîðіâíþâàëà á 81, ðіçíèöÿ 111 – 81 =
= 30 є ïîäâîєíèì ïåðøèì äîäàíêîì. 1.47. Íі. Ïîðàäà. Çà óìîâîþ 

. Òîäі à і b àáî îäíî÷àñíî ïàðíі, àáî íåïàðíі. Â îáîõ 
âèïàäêàõ îáèäâà ÷èñëà à + b і à – b – ïàðíі, îòæå, , à 
6666 íå äіëèòüñÿ íà 4. 1.48. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ìåòîäîì âіä ñó-
ïðîòèâíîãî. 1.49. Ïîðàäà. Âèïàäîê, êîëè c êðàòíå ÷èñëó 3, ðîçãëÿäàâ-
ñÿ ó 1.47. Ðîçãëÿíüòå âèïàäîê, êîëè ÷èñëà c і à íå êðàòíі ÷èñëó 3, 
і ñêîðèñòàéòåñÿ ïîðàäîþ äî 1.31. 1.50. Äðіá ñêîðî÷óєòüñÿ íà 3. Ïî-
ðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 24. 1.51. a ∈ {±2; 6; ±8; 10; 16}. Ïîðàäà. Äèâ. 
ïðèêëàä 22. 1.52. a ∈ {2; 0; –1}. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 22 і íå çàáóäüòå, 
ùî à – öіëå, à äðіá – íàòóðàëüíå ÷èñëî. 1.53. à) n ∈ {0; 4; –2; –6}. 

Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî ; á) n ∈ {0; 1}. Ïîðà-

äà. Âðàõóéòå, ùî . 1.54. 3×7 ì і 3×5 ì. 
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Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå äîâæèíè ñòîðіí ïåðøîї êіìíàòè â ìåòðàõ ÿê à і b. 

Òîäі , . Ùîá b áóëî öіëèì, à – 2 

ìîæå íàáóâàòè ëèøå çíà÷åííÿ 1 àáî 5. Ìàєìî à = 3, b = 7 àáî à =
= 7, b = 3. Àíàëîãі÷íî äëÿ äðóãîї êіìíàòè îòðèìàєìî ðîçìіðè 3 і 5. 
1.55. à) k = 3. Ïîðàäà. Çâåðíіòü óâàãó íà òå, ùî ÷èñëà k + 1 і k – 1 
ïîâèííі áóòè ñòåïåíÿìè ÷èñëà 2; á) k = 2. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàâøèñü 
ôîðìóëîþ ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ, âèäіëіòü ó ÷èñåëüíèêó ìíîæíèê 3; 
â) k = 17. Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå k – 1 = t, òîäі t(t + 2) e 25. Çâіäñè 
t = 2n, t(t + 2) = 2n+1(2n–1 + 1) e 25. Íàéìåíøå çíà÷åííÿ n, ùî çàäî-
âîëüíÿє öþ óìîâó, – 4. 1.56. Ïîðàäà. Ïîäіëіòü ÷èñåëüíèê і çíàìåí-
íèê äðîáó íà n і ìåòîäîì âіä ñóïðîòèâíîãî çíàéäіòü ÷èñëî, íà ÿêå 
ñêîðî÷óєòüñÿ äðіá. 1.57. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëàìè (16) і 
(17); ó â) âðàõóéòå, ùî . 1.59. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå  
і ñêîðèñòàéòåñÿ âëàñòèâіñòþ (18). 1.60. à) Ïîðàäà. Âèäіëіòü ó çàäà-
íîìó âèðàçі ïîâíèé êâàä ðàò; á) Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå äàíèé âèðàç ÿê 
ñóìó êóáіâ і ñêîðèñòàéòåñÿ 1.60 à). 1.61. Ïîðàäà. Äîâåäіòü, ùî 

 1.62. Îäíå. Ïîðàäà. Çîáðà-
çіòü âіäïîâіäíі ìíîæèíè äіàãðàìîþ Âåííà. 1.63. Íі. Ïîðàäà. ×èñëà 
ÿãіä íà äâîõ ñóñіäíіõ êóùàõ ðіçíîї ïàðíîñòі. Óñüîãî ìàєìî 
8 ÷èñåë, îòæå, ñåðåä íèõ – ÷îòèðè ïàðíèõ і ÷îòèðè íåïàðíèõ. Ñóìà 
âñіõ âêàçàíèõ ÷èñåë – çàãàëüíà êіëüêіñòü ÿãіä – ïàðíà é íå ìîæå 
áóòè íåïàðíîþ. 1.64. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè 
äàíі ÷èñëà âçàєìíî ïðîñòі. Äîâåäåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó àbñ 
є ïîâ íèì êâàä ðàòîì. Íåõàé ð – ïðîñòå ÷èñëî і ñ äіëèòüñÿ íà . 
Ç ðіâíîñòі àb = –ñ(à + b) ìàєìî, ùî îäíå іç ÷èñåë à, b äіëèòüñÿ íà , 
à äðóãå íå äіëèòüñÿ íà ð (áî à, b, ñ – âçàєìíî ïðîñòі). Òîäі àbñ äі-
ëèòüñÿ íà . Àíàëîãі÷íèìè ìіðêóâàííÿìè îòðèìàєìî, ùî êîæíèé 
ïðîñòèé äіëüíèê ÷èñëà àbñ ìіñòèòüñÿ â öüîìó äîáóòêó â ïàðíîìó 
ñòåïåíі. Ó âèïàäêó, êîëè äàíі ÷èñëà ìàþòü ñïіëüíèé äіëüíèê, âіí 
áóäå ìіñòèòèñÿ â äîáóòêó àbñ ó êóáі. 1.65. Íі. Ïîðàäà. Íà øàõîâіé 
äîøöі 64 êëіòèíêè. Çà óìîâîþ ìàєìî äâà âèäè êëіòèíîê ðіçíîї ïàð-
íîñòі, òîáòî їõíÿ ñóìà íåïàðíà і íå ìîæå äîðіâíþâàòè 64. 1.66. Âè-
ãðàє òîé, õòî ðîçïî÷èíàє ãðó (íåçàëåæíî âіä ïîäàëüøîї ñòðàòåãії). 
Ïîðàäà. Õî÷ áè â ÿêіé ïîñëіäîâíîñòі ãðàâöі íå ëàìàëè øîêîëàäêó, 
îäíàêîâî íàïðèêіíöі ãðè âîíè îòðèìàþòü ïàðíó êіëüêіñòü øìàòî÷-
êіâ. Òîìó âèãðàє òîé, ïіñëÿ ÷èéîãî õîäó áóäå óòâîðþâàòèñÿ ïàðíà 
êіëüêіñòü øìàòî÷êіâ øîêîëàäêè, òîáòî ïåðøèé ãðàâåöü. 1.67. Íå 
âñі. Ïîðàäà. Êіëüêіñòü øìàòî÷êіâ êîæíîãî ðàçó ïîäâîþâàëàñÿ, 
òîìó çàãàëüíà êіëüêіñòü øìàòî÷êіâ ìàє áóòè ñòåïåíåì äâіéêè. ×èñ-
ëî 120 äіëèòüñÿ íà 3, òîìó çíàéäåíî íå âñі øìàòî÷êè. 1.68. Íі. Ïî-
ðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî âñі ïðîñ òі ÷èñëà, çà âèíÿòêîì äâіé -
êè, – íåïàðíі. Òîäі ñóìè ÷èñåë ðÿäêà é ñòîâï÷èêà, ùî ìіñòÿòü 
äâіéêó, – íåïàðíі, à іíøі – ïàðíі (çà óìîâîþ ìàєìî êâàä ðàò 6×6). 
1.69. Íі. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè: ñóìà øåñòè îäíàêîâèõ ÷èñåë 
ïàðíà; ñóìà çàäàíèõ ÷èñåë íåïàðíà; äîäàâàííÿ äî îñòàííüîї ñóìè 
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1 + 2 + 3 = 6 íå çìіíþє її ïàðíіñòü. 1.70. Øîêîëàäêà. Ïîðàäà. 
Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî ÷èñëî øîêîëàäîê çàâæäè áóäå ïàðíèì. 
1.71. Íі. Ïîðàäà. Ïîñòàâèìî ó âіäïîâіäíіñòü ïðàâèëüíіé ïîçèöії êå-
ëèõà і ïîçèöії äîãîðè äíîì ÷èñëà 1 і 2. ßêùî âñі êåëèõè ñòîÿòü 
ïðàâèëüíî, òî ñóìà òàêèõ ÷èñåë áóäå 12 – ïàðíîþ. Çàäàíå óìîâîþ 
ïîëîæåííÿ êåëèõіâ âіäïîâіäàє çàãàëüíіé ñóìі 11 + 2 = 13 – ÷èñëó 
íåïàðíîìó. Ïðè ïåðåâåðòàííі äâîõ äîâіëüíèõ êåëèõіâ ìîæëèâі òðè 
âèïàäêè: äâі îäèíèöі ïåðåòâîðþþòüñÿ íà äâі äâіéêè; äâі äâіéêè ïå-
ðåòâîðþþòüñÿ íà äâі îäèíèöі; îäèíèöÿ і äâіéêà ïåðåòâîðþþòüñÿ 
âіäïîâіäíî íà äâіéêó é îäèíèöþ. Ó âñіõ âèïàäêàõ öå íå âïëèâàє íà 
ïàðíіñòü ñóìè, ùî ðîçãëÿäàєòüñÿ. Òîáòî íåïàðíå ÷èñëî ïåðåòâîðèòè 
íà ïàðíå і ïîñòàâèòè êåëèõè ïðàâèëüíî ïðîïîíîâàíèì ñïîñîáîì íå-
ìîæëèâî. 1.72. Äðóãèé ãðàâåöü. Êîæíèì õîäîì âіí ïîâèíåí äîäàâà-
òè ÷èñëî, ùî äîïîâíþє ÷èñëî ïåðøîãî äî 6. 

ЗАВДАННЯ 2
2.1. Ç îñíîâîþ 4. 2.2. à) (202)7; á) (1313)7; â) (1000)7; ã) (300)7; 

ä) (10300)7. 2.3. à) 100; á) 86; â) 3287. 

2.4. 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 10 12 14
3 0 3 10 13 20 23
4 0 4 12 20 24 32
5 0 5 14 23 32 41

2.5. à) (42714)8; á) (3125)6; â) (145244)6. Ïîðàäà. 

ã) ×àñòêà (1101)3, îñòà÷à (22)3. Ïîðàäà. 
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2.6. Ç îñíîâîþ 7. 2.7. 8. Ïîðàäà. Íåõàé îñíîâîþ ñè ñòåìè ÷èñëåííÿ 
Ìèêîëè áóäå à. Òîäі çàïèñ ó éîãî çîøèòі îçíà÷àє (à + 3)2 = à2 +
+ 7à + 1. Çâіäñè à = 8. 2.8. Ç îñíîâîþ 6. Ïîðàäà. Íåõàé îñíîâà øó-
êàíîї ñè ñòåìè õ. Òîäі , ,  – 
ðîçâ’ÿçîê,  – ñòîðîííіé êîðіíü (îñíîâà ñè ñòåìè ÷èñëåííÿ íà-
òóðàëüíå ÷èñëî). 2.9. 82. Ïîðàäà. Äëÿ ÷èñëà  çà óìîâîþ: à + b =
= 10 і (10à + b) – (10b – à) = 54. Ìàєìî ñè ñòåìó ðіâíÿíü à + b = 10 і 
à – b = 6. 2.10. 54 і 45. Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå øóêàíі ÷èñëà ÿê  і . 
Òîäі ìàєìî: (10à + b) – (10b + à) = à + b, 8à = 10b, 4à = 5b. Âðàõî-
âóþ÷è, ùî à і b – öèôðè, îòðèìàєìî à = 5, b = 4. 2.11. 3 337 777. 
Ïîðàäà. Çàïèøåìî øóêàíå ÷èñëî ÿê . Òîäі 3à + 4b = 10à +
+ b, 7à = 3b. Âðàõîâóþ÷è, ùî à і b – öèôðè, îòðèìàєìî à = 3, b = 7. 
2.12. 79. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî ó äàíîìó ÷èñëі  çà óìî-
âîþ , 10à + (16 – à) = 10(16 – à) + à – 18. 2.13. 24. 
2.14. 54. 2.15. 21 àáî 12. Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå øóêàíå ÷èñëî ÿê . Çà 
óìîâîþ ìàєìî äâà ðіâíÿííÿ: à3 + b3 = 243, (à + b)àb = 162. ßêùî 

ïîäіëèòè ïåðøå ðіâíÿííÿ íà äðóãå, îòðèìàєìî . 

Çâіäñè à = 2, b = 1, àáî à = 1, b = 2. 2.16. 764. 2.17. 77 àáî 86. Ïîðàäà. 
Ïîçíà÷òå øóêàíå ÷èñëî ÿê . Òîäі à + b = 14; 10à + b + 46 =
= 9à + (à + b) + 46 = 9à + 60 = A, äå A – ÷èñëî, äîáóòîê öèôð ÿêîãî 
äîðіâíþє 6. Ìàєìî, ùî A I 69. Òîäі A íå ìîæå áóòè äâîöèôðîâèì 
(áî éîãî öèôðàìè ìîæóòü áóòè ëèøå ïàðè {1; 6}, {2; 3}). Öèôðè 
òðèöèôðîâîãî ÷èñëà A ç ìíîæèíè {1; 2; 3}. Ìàєìî, ùî A J 141. 
Òîäі A = 123, àáî A = 132. Îòðèìàєìî âіäïîâіäíî à = b = 7, à = 8, 
b = 6. 2.18. 12 і 37. Ïîðàäà. 4444 =  і íå çàäîâîëüíÿє óìîâó 
(áî 101 – ïðîñòå ÷èñëî). Òîäі âêàçàíèé äîáóòîê äîðіâíþє 444 =
= . Єäèíî ìîæëèâà êîìáіíàöіÿ äâîöèôðîâèõ ñïіâìíîæíèêіâ 
12 і 37. 2.19. . Ïîðàäà. . Àëå 111 ÿê 
äîáóòîê îäíîöèôðîâîãî ÷èñëà íà äâîöèôðîâå ìîæíà ïîäàòè ëèøå ó 
âèãëÿäі . Îòæå, à = 3, ñ = 7. 2.20. 0; 27. Ïîðàäà. Íóëü – î÷å-
âèäíèé ðîçâ’ÿçîê. Áіëüøå îäíîöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü 
óìîâó, áóòè íå ìîæå. Äëÿ äâîöèôðîâèõ ÷èñåë ìàєìî: 10à + b =
= 3(à + b), 7à = 2b і ìàєìî ÷èñëî 27. Òðèöèôðîâå ÷èñëî áіëüøå àáî 
äîðіâíþє 100, à ïîòðîєíà ñóìà éîãî öèôð íå ïåðåâèùóє 27 ⋅ 3 = 81. 
Àíàëîãі÷íî, і áіëüøîї êіëüêîñòі öèôð íіæ 3, øóêàíå ÷èñëî ìàòè íå 
ìîæå. 2.21. Ïîðàäà. Ïðèãàäàéòå îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 3. 2.23. Ïî-
ðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 10. 2.24. Íі. Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî ÷èñëî  
íå êðàòíå ÷èñëó 4 (÷îìó?), à ÷èñëî  – êðàòíå ÷èñëó 4 (÷îìó?). 
2.26. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 10. 2.27. à = 5. 2.28. Ïîðàäà. Äèâ. ïðè-
êëàä 13. 2.29. Ïîðàäà. Äëÿ ÷èñëà 10x + y ìàєìî ðіâíÿííÿ 10x =
= y(x – 1). Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî x і x – 1 âçàєìíî ïðîñ òі (âëàñòè-
âіñòü (11) § 1). 2.30. Íі. Ïîðàäà. Âðàõóéòå: çà îçíàêîþ ïîäіëüíîñòі 
äàíå ÷èñëî êðàòíå ÷èñëó 3; ÿêùî öå êâàä ðàò öіëîãî ÷èñëà, òî a2 e 9. 
Ïðèãàäàéòå îçíàêó ïîäіëüíîñòі íà 9. 2.31. Íі. Ïîðàäà. Ñóìà öèôð 

Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   126Apostolova_Mat_TselyeChisla_11.ua_(069-11)_V.indd   126 12.11.2013   16:16:4612.11.2013   16:16:46



127

÷èñëà 300, îòæå, âîíî äіëèòüñÿ íà 3, àëå íå äіëèòüñÿ íà 9. 2.32. Íі. 
Ïîðàäà. Ñóìà öèôð ÷èñëà áóäå êðàòíà ÷èñëó 45, îòæå, ÷èñëî êðàò-
íå ÷èñëó 9, à ñòåïіíü äâіéêè äіëèòèñÿ íà 9 íå ìîæå. 2.33. à) 102 =
= 100. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå âèðàç, ðіâíîñèëüíèé äàíîìó: 

; á) 99 + 1 = 100. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî äâî-
öèôðîâå ÷èñëî  äîäàëè äî îäíîöèôðîâîãî b. Òîäі їõíÿ òðèöèôðî-
âà ñóìà  ìîæå ïî÷èíàòèñÿ òіëüêè ç îäèíèöі: b = 1. Ñóìà  + 1 
áóäå òðèöèôðîâèì ÷èñëîì ëèøå ó âèïàäêó, êîëè  = 99; â) 98 –
– 89 = 9. Ïîðàäà. Ðіçíèöÿ  êðàòíà ÷èñëó 9 (äèâ. ïðèêëàä 10) 
і îäíîöèôðîâà, îòæå, à = 9; b ìîæå äîðіâíþâàòè ëèøå 8, áî ïðè 
b < 8 ðіçíèöÿ  – ÷èñëî äâîöèôðîâå. 2.35. Íі. Ïîðàäà. Êâàä-
ðàò ïàðíîãî ÷èñëà äіëèòüñÿ íà 4 і ìàє ïàðíó öèôðó îäèíèöü. Òîäі 
îñòàííüîþ öèôðîþ ç ïðîïîíîâàíèõ óìîâîþ ìîæå áóòè ëèøå 4, à 
ïåðåäîñòàííüîþ 1, 5, 9. Ìàєìî, ùî: 14, 54, 94 íå äіëèòüñÿ íà 4. 
2.36. Íі. Ïîðàäà. Ïåðøà öèôðà ìíîæåíîãî ìîæå áóòè òіëüêè îäèíè-
öåþ (іíàêøå çâîðîòíå ÷èñëî ìàòèìå áіëüøå öèôð, íіæ äâі). Äîáóòîê 
öіëîãî ÷èñëà íà 6 – ÷èñëî ïàðíå і íå ìîæå çàêіí÷óâàòèñÿ îäèíèöåþ. 
2.37. 195; 156; 117. Ïîðàäà. Çðîçóìіëî, ùî øóêàíі ÷èñëà íå ìîæóòü 
áóòè îäíîöèôðîâèìè. Âîíè íå ìîæóòü áóòè і äâîöèôðîâèìè, áî òîäі 
çà óìîâîþ äëÿ ÷èñëà  âèêîíóєòüñÿ 10à + b = 13(à + b) àáî 3à +
+ 12b = 0. Äëÿ òðèöèôðîâîãî ÷èñëà  ìàєìî: 100à + 10b + ñ =
= 13(à + b + ñ), 29à = b + 4ñ. Ïåðåáîðîì îòðèìàєìî òðè ðîçâ’ÿçêè: 
195; 156; 117. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî øóêàíі ÷èñëà íå ìîæóòü ìàòè 
÷îòèðè àáî áіëüøå öèôð, áî ñóìà їõíіõ öèôð íàáàãàòî ìåíøà âіä ñà-
ìîãî ÷èñëà. 2.38. 11; 22; 33; 44; 55; 66; 77; 88; 99; 12; 24; 36; 48; 
15. Ïîðàäà. ×èñëî 10à + b äіëèòüñÿ íà à і b, ÿêùî à = b, àáî 2à äі-
ëèòüñÿ íà b, àáî 5à äіëèòüñÿ b. 2.39. 54. Ïîðàäà. Öèôðà äåñÿòêіâ 5 
(áî 10 – ïîäâîєíà öèôðà äåñÿòêіâ). Òðèöèôðîâå ÷èñëî  êðàòíå 
÷èñëó 11.  = 550 +  äіëèòüñÿ íà 11. Òîäі à = 4. 2.40. Ïîðàäà. 
Çàïèøіòü çàäàíå ÷èñëî n ó âèãëÿäі , äå b – öèô-
ðà (òîáòî ), , ïðè÷îìó . ßêùî âèêðåñ-
ëèòè öèôðó b, îòðèìàєìî ÷èñëî , ùî áóäå êðàòíå ÷èñëó 

d, ÿêùî . 1) Ó âèïàäêó, êîëè , âіçüìåìî çà 

, . (Òîäі .) 2) Ó âèïàäêó, êîëè d íå êðàòíå 

÷èñëó 9, âіçüìåìî çà b îñòà÷ó âіä äіëåííÿ d íà 9 (öå ÷èñëî ìіæ 1 і 

9, òîáòî ìîæå áóòè öèôðîþ b), à çà . Òîäі . Çà-

ëèøèëîñÿ ïіäіáðàòè òàêі ñ і k, ùîá . Ìàєìî 
 і îáèðàєìî çà . Òîäі  

2.41. Ïîðàäà. Çàïèøіòü äàíå ÷èñëî ó âèãëÿäі  і äîâåäіòü, 
ùî äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà ìàє ðіâíî 20 ðîçðÿäіâ, òîáòî 20 çíà÷ó-
ùèõ öèôð. Íåõàé ñåðåä íèõ íåìàє òðüîõ îäíàêîâèõ. Òîäі öèôðè âіä 
0 äî 9 ó çàïèñó öüîãî ÷èñëà òðàïëÿþòüñÿ ïî 2 ðàçè і ñóìà öèôð òà-
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êîãî ÷èñëà äîðіâíþє 90, òîáòî âîíî äіëèòüñÿ íà 3 і 9. Ïðîòå ÷èñëî 
1999 íå äіëèòüñÿ íà 3 і íà 9 – ìàєìî ïðîòèðі÷÷ÿ. 2.42. 36. Ïîðàäà. 
Ïîçíà÷èìî öèôðè øóêàíîãî ÷èñëà ÿê à, b, ñ, d. Òîäі ÷èñëà (à + b) –
– (ñ + d) і (à + ñ) – (b + d) çàêіí÷óþòüñÿ íóëåì. Îòæå, їõíÿ ñóìà 
2(à – d) і ðіçíèöÿ 2(b – ñ) òåæ çàêіí÷óþòüñÿ íóëåì. Òîäі äâі äîâіëü-
íі öèôðè ÷èñëà àáî ðіâíі, àáî âіäðіçíÿþòüñÿ íà 5; â îñòàííüîìó âè-
ïàäêó ÷èñëî ìàє äâі îäíàêîâі ïàðè ÷èñåë. Ïàð öèôð, ùî âіäðіçíÿ-
þòüñÿ íà 5, ìàєìî ëèøå ï’ÿòü: 0 і 5; 1 і 6; 2 і 7; 3 і 8; 4 і 9. 
Ç êîæíîї ïàðè, îêðіì ïåðøîї, ìîæíà ñêëàñòè 6 ðіçíèõ ÷îòèðèöèô-
ðîâèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, ç ïàðè 1 і 6: 1166, 1616, 1661, 6116, 
6611, 6161. Ç ïàðè 0 і 5 ìîæíà ñêëàñòè ëèøå òðè ÷èñëà (áî íóëü íå 
ìîæå ñòîÿòè íà ïåðøîìó ìіñöі): 5005, 5500, 5050. Îòæå, ìàєìî: 
9 ÷èñåë ç îäíàêîâèõ öèôð;  ÷èñåë, ó ÿêèõ äâі ðіâíі öèô-
ðè. Ðàçîì 9 + 27 = 36 ÷èñåë. 2.43. 2345; 5432; 4523. Ïîðàäà. Ïåð-
øå ÷èñëî 2345, áî ÿêùî âîíî áіëüøå, òî ñóìà òðüîõ ÷èñåë áіëüøà 
çà 12 300, à ÿêùî ìåíøå, òî âêàçàíà ñóìà ìåíøà âіä 12 300. Çâіäñè 
îòðèìàєìî äðóãå ÷èñëî 5432 і òðåòє ÿê ðіçíèöþ 12 300 – 2345 –
– 5432 = 4523. 2.44. 8899. Ïîðàäà. ßêùî ÷èñëî íå çàêіí÷óєòüñÿ 9, 
òî ñóìà öèôð íàñòóïíîãî çà íèì ÷èñëà áіëüøà çà ñóìó éîãî öèôð 
íà 1. Òîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ÷èñëà, ùî çàêіí÷óþòüñÿ 9. 
ßêùî ÷èñëî çàêіí÷óєòüñÿ 9 (àëå íå 99), òî ñóìà öèôð íàñòóïíîãî çà 
íèì ÷èñëà ìåíøà âіä ñóìè éîãî öèôð íà 8, ùî òàêîæ íå âіäïîâіäàє 
óìîâі. ßêùî ÷èñëî çàêіí÷óєòüñÿ 99 (àëå íå 999), òî ñóìà öèôð íà-
ñòóïíîãî çà íèì ÷èñëà ìåíøà âіä ñóìè éîãî öèôð íà 17. Òîäі ÿêùî 
âêàçàíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 17, òî і íàñòóïíå çà íèì êðàòíå ÷èñëó 17. 
Çàóâàæèìî, ùî òàêå íàñòóïíå ÷èñëî çàêіí÷óєòüñÿ äâîìà íóëÿìè. 
Íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë, ùî çàêіí÷óєòüñÿ äâîìà íóëÿìè, à ñóìà 
äâîõ ïåðøèõ ÷èñåë äîðіâíþє 17, є ÷èñëî 8900. Òîäі øóêàíå ÷èñëî 
äîðіâíþє 8900 – 1 = 8899. 2.45. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ äðóãîþ 
îçíàêîþ ïîäіëüíîñòі íà 11. 2.47. Òàê. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ äðó-
ãîþ îçíàêîþ ïîäіëüíîñòі íà 11. 2.48. à) Íі; á) òàê. 2.49. à) Òàê; 
á) íі. 2.50. à) Òàê; á) íі; â) íі; ã) òàê; ä) òàê. 2.51. 9. Ïîðàäà. ×èñëî 
à íå áіëüøå çà . Òîäі b < . Çâіäñè 
ñ = 9. 2.52. Ïîðàäà. Çàïèøіòü øóêàíå ÷èñëî õ ÿê 10à + b. Òîäі 
óòâîðåíå ÷èñëî y äîðіâíþє à + 4b. Ïîìíîæèìî óòâîðåíå ÷èñëî íà 
10 і âіäíіìåìî âіä íüîãî çàäàíå, ìàєìî: 10y – x = 39b e 13, 10y = x +
+ 39b. Çâіäñè âèïëèâàє ïðàâèëüíіñòü òâåðäæåííÿ óìîâè. 2.53. Äðó-
ãèé ãðàâåöü äîòðèìóєòüñÿ òàêîї ñòðàòåãії: äðóãà òðіéêà ÷èñåë ïî-
âèííà ïîâòîðþâàòè ïåðøó òðіéêó, ÷åòâåðòà – òðåòþ. Òîäі îäåðæàíå 
÷èñëî äіëèòèìåòüñÿ íà 1001, à îòæå, і íà 77. 2.54. Íі. Ïîðàäà. Íå-
õàé òàêå ÷èñëî  (a > b > c) іñíóє,  : 11 = . Òîäі 

, 100x + 10(x + y) + y = 100a + 10b + c. 
ßêùî x + y < 10, òî a = x > b = x + y, ÷îãî áóòè íå ìîæå (x і y 
öèôðè). ßêùî x + y > 10, òî a = x + 1 > b = x + y – 10 > ñ = y, ÷îãî 
áóòè íå ìîæå, áî y + (õ – 10) íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè y. 
2.55. 111...110, âñüîãî 162 îäèíèöі. Ïîðàäà. Ñïî÷àòêó ïîêàæіòü, 
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ùî ÷èñëà ìîæíà ðîçìіñòèòè âêàçàíèì ÷èíîì (õî÷à á îäíèì ñïîñî-
áîì). Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî ñóìà öèôð, ÿêі ñòîÿòü â îäíàêîâèõ ðîç-
ðÿäàõ íàéáіëüøîãî òà íàéìåíøîãî ÷èñåë, äîðіâíþє 10. Òîäі øóêàíå 
÷èñëî ìàє âèãëÿä 111...110, âñüîãî 162 îäèíèöі.

ЗАВДАННЯ 3
3.1. Íі. Ïîðàäà. Äèâ. òàáëèöþ íà ïî÷àòêó ïàðàãðàôà. 3.2. à) 9; 

á) 1. Ïîðàäà. Íåïàðíі ñòåïåíі ÷èñëà 9 çàêіí÷óþòüñÿ 9, à ïàðíі –1. 
3.3. à) 4; á) 4; â) 4. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî 6 = 4 + 2, 
18 = 4 ⋅ 4 + 2, 50 =  òà âëàñòèâіñòü (3.1). 3.4. à) 7. Ïîðàäà. 
77 = ; á) 3. Ïîðàäà. 777 = ; â) 7. Ïîðàäà. 77 =
= ; ã) 1. Ïîðàäà. 2012 = ; ä) 1. Ïîðàäà.  =
=  і äèâ. ïîðàäó äî 3.4 ã). 3.5. à) 3. Ïîðàäà. 2013 =
= ; á) 9. Ïîðàäà. 6 = 4 + 2, îòæå, 36 çàêіí÷óєòüñÿ òієþ ñà-
ìîþ öèôðîþ, ùî і 32, òîáòî 9. Íåïàðíèé ñòåïіíü ÷èñëà 9 çàêіí-
÷óєòüñÿ 9; â) 1. Ïîðàäà. Äèâ. ïîðàäó äî 3.4 ã). 3.6. à) 3. Ïîðàäà. 
Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî äîäàíêè çàêіí÷óþòüñÿ öèôðàìè 1, 6 і 6 âіä-
ïîâіäíî; á) 9. 3.7. Ïîðàäà. Çà íàâåäåíîþ ðàíіøå òàáëèöåþ áà÷èìî, 
ùî ÷åòâåðòèé ñòåïіíü öіëîãî ÷èñëà ìîæå çàêіí÷óâàòèñÿ ëèøå öèô-
ðàìè 0, 1, 5, 6. 3.8. Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî . Òîäі  
ìàє çà îñòàííþ öèôðó 6. 3.9. Íóëåì. Ïîðàäà. ßêùî à і b – íåïàðíі, 
òî à + b ÷èñëî ïàðíå. ßêùî ïàðíå ÷èñëî äіëèòüñÿ íà 5, òî âîíî çà-
êіí÷óєòüñÿ íóëåì. Îñêіëüêè à3 + b3 = (à + b)(à2 + b2 – àb), òî ÷èñëî 
à3 + b3 òàêîæ çàêіí÷óєòüñÿ íóëåì. 3.10. Ïîðàäà. Âðàõóéòå ïåðіî-
äè÷íіñòü, ç ÿêîþ ïîâòîðþєòüñÿ îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà ïðè éîãî ïіä-
íåñåííі äî ñòåïåíÿ. 3.11. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 8. 3.12. à) 7. Ïî-
ðàäà. Âðàõóéòå, ùî ; á) 7; â) 2, ÿêùî n – ïàðíå; 0, ÿêùî 
n – íåïàðíå. 3.13. à) 6; á) 1. 3.14. Òàê. Ïîðàäà. 21 e 3, òîäі  2139 e 9; 
39 e 3, òîäі 3921 e 9. Îòæå, (2139 + 3921) e 9. 2139 çàêіí÷óєòüñÿ îäè-
íèöåþ, 3921 çàêіí÷óєòüñÿ äåâ’ÿòêîþ. Îòæå, їõ ñóìà çàêіí÷óєòüñÿ íó-
ëåì і äіëèòüñÿ íà 5. 3.15. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 4. à)  ∅. Ïî-
ðàäà. Âðàõóéòå, ùî ÷åòâåðòèé ñòåïіíü ÷èñëà ìîæå çàêіí÷óâàòèñÿ 
òіëüêè öèôðàìè 1, àáî 5, àáî 6. ×èñëî  çàêіí÷óєòüñÿ öèô-
ðîþ 6, à ÷èñëî  – àáî 3, àáî 9. Òîäі îñòàííÿ öèôðà çàäàíîї 
ñóìè àáî 3, àáî 9; á)  ∅. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå âèïàäêè: n – ïàðíå, 
òîáòî 2n äіëèòüñÿ íà 4; n – íåïàðíå, òîáòî 2n íå äіëèòüñÿ íà 4. 
3.16. Ïîðàäà. Îñòàííÿ öèôðà ÷èñëà A3 çàëåæèòü ëèøå âіä îñòàí-
íüîї öèôðè ÷èñëà A. Âèïèøіòü öі öèôðè òàáëè÷êîþ é ïåðåêî-
íàéòåñÿ â ïðàâèëüíîñòі òâåðäæåííÿ çàäà÷і. 3.17. Ïîðàäà. 2013 =
= 4 ⋅ 503 + 1. Òîäі äîâіëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ò ó 2013 ñòåïåíі 
çàêіí÷óєòüñÿ òієþ ñàìîþ öèôðîþ, ùî і ÷èñëî ò. Çàïèøåìî çàäàíå 
÷èñëî ó âèãëÿäі . 
Ìàєìî ñóìó òðüîõ ÷èñåë, êîæíå ç ÿêèõ çàêіí÷óєòüñÿ íóëåì. Îòæå, 
÷èñëî A çàêіí÷óєòüñÿ íóëåì і êðàòíå ÷èñëó 10. 3.18. Ïîðàäà. Çà 
ôîðìóëîþ (17) § 1 ìàєìî: . 
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Ïåðøà äóæêà äîðіâíþє 10. Ó äðóãіé äóæöі ìàєìî 10 äîäàíêіâ, 
êîæíèé ç ÿêèõ çàêіí÷óєòüñÿ îäèíèöåþ, îòæå, öÿ ñóìà çàêіí÷óєòü-
ñÿ íóëåì. 3.19. Íі. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî êâàä ðàòè äàíèõ 
÷èñåë ìîæóòü çàêіí÷óâàòèñÿ ëèøå 1, 4, 9, 6. Çàëèøèëîñÿ ïðîâåñ-
òè íåâåëèêèé ïåðåãëÿä âàðіàíòіâ. 3.20. 19. Ïîðàäà. Êóáі÷íèé êî-
ðіíü іç ÷îòèðèöèôðîâîãî ÷èñëà – ÷èñëî äâîöèôðîâå. Êóá ÷èñëà çà-
êіí÷óєòüñÿ öèôðîþ 9 ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ñàìå ÷èñëî çàêіí÷ó-
єòüñÿ öèôðîþ 9. ×èñëî 19 – çàäîâîëüíÿє óìîâó; ÷èñëî 29 – íі, áî 
293 > 10 000. 3.21. Íі. Ïîðàäà. Ñóìà öèôð ÷èñëà, ùî ìіñòèòü ïî-
ðіâíó âñі öèôðè âіä 0 äî 9, êðàòíà ñóìі 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 +
+ 7 + 8 + 9 = 45. Òîäі òàêå ÷èñëî ïîâèííî áóòè êðàòíèì ÷èñëó 9, à 
2 â äîâіëüíîìó öіëîìó ñòåïåíі íå ìîæå äіëèòèñÿ íà 9. 

ЗАВДАННЯ 4
4.1. 54. Ïîðàäà. Çàïèøіòü øóêàíå ÷èñëî ÿê , îòðèìàéòå ðіâ-

íÿííÿ  і âðàõóéòå, ùî x і y є öèôðàìè. 4.2. Íі. Ïîðàäà. Ïî-
çíà÷òå êіëüêіñòü ìîíåò íîìіíàëîì 5, 20 і 50 êîï. ÿê x, y і z âіäïî-
âіäíî, ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ x + y + z = 20 і 5x + 20y + 50z =
= 500. ßêùî âіä äðóãîãî ðіâíÿííÿ âіäíÿòè ïåðøå, òî â îòðèìàíîìó 
ñïіââіäíîøåííі: ëіâà ÷àñòèíà – êðàòíà ÷èñëó 3, à ïðàâà – íі. 4.3. 3 
àïåëüñèíè òà 8 ÿáëóê, àáî 7 àïåëüñèíіâ òà 1 ÿáëóêî. Ïîðàäà. Ïî-
çíà÷òå øóêàíó êіëüêіñòü àïåëüñèíіâ ÿê x, à ÿáëóê – ÿê y; 
ðîçâ’ÿæіòü äіî ôàíòîâå ðіâíÿííÿ 7x + 4y = 53. Íå çàáóäüòå, ùî çíà-
÷åííÿ x і y íå ìîæóòü áóòè âіä’єìíèìè. 4.4. Íі. Ïîðàäà. Íåõàé x, 
y, z – øóêàíà êіëüêіñòü ìîíåò ó 5 êîï., 50 êîï. òà ó 2 òóãðèêè âіä-
ïîâіäíî. Òîäі x + y + z = 20, 5x + 20y + 50z = 500. Çâіäñè ìàєìî äі-
îôàíòîâå ðіâíÿííÿ 3y + 9z = 80, ÿêå íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ, áî ÷èñëà 3 і 
9 ìàþòü ñïіëüíèé äіëüíèê. 4.5. (t; 3t) Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 2. 4.6. 
à) 2; á) 9. Äèâ. ïðèêëàä 2. 4.7. à) x = –2 + 8t, y = 1 – 3t, äå  
Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàäè 3–5; á) x = 3 – 5t, y = 5 + 8t, äå  
â) x = 5 + 7t, y = 6 + 9t, äå  Ïîðàäà. Ïîäіëіòü ðіâíÿííÿ íà 6; 
ã) ∅. Ïîðàäà. Ïîäіëіòü ðіâíÿííÿ íà 12 і âіçüìіòü äî óâàãè, ùî êîå-
ôіöієíòè ó ëіâіé ÷àñòèíі ðіâíÿííÿ íå âçàєìíî ïðîñ òі ÷èñëà. 4.8. 
12t – 3, äå . Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 8. 4.9. 3 òàáóðåòè і 4 ñòіëü-
öі. Ïîðàäà. Ïîçíà÷òå êіëüêіñòü òàáóðåòіâ ÿê õ, à ñòіëüöіâ – ÿê y. 
Òîäі 5õ + 6y = 39. Îêðåìèì ðîçâ’ÿçêîì öüîãî ëіíіéíîãî äіîôàíòîâî-
ãî ðіâíÿííÿ є õ0 = 3, y0 = 4; çàãàëüíèì: x = 3 – 6t, y = 4 + 5t, äå 

. Çàóâàæèìî, ùî õ і y – íàòóðàëüíі ÷èñëà. Ïðè t = 0 ìàєìî 
(3; 4); ïðè  – íåìàє ðîçâ’ÿçêó (àáî õ, àáî y – âіä’єìíå ÷èñëî). 
4.11. à) (3; –1); (1; –5). Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 11; á) (1; 6); (7; –12); 
(–1; –4); (–7; 14). Ïîðàäà. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі 

; â) (0; 0); (2; 2); ã) (–3; 0); (1; –2); (1; 4); (–3; –6). 
Ïîðàäà. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі  і ðîçêëà-
äіòü éîãî ëіâó ÷àñòèíó íà ìíîæíèêè. 4.12. à) (0; 3), (–2; –7), (4; –1), 
(–6; –3). Ïîðàäà. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі (x + 1)(y + 2) = 5 і 
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äèâ. ïðèêëàä 9; á) (9; –2), (–5; –4), (3; 4), (1; –10). Ïîðàäà. Çàïè-
øіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі (x – 2)(y + 3) = 7 і äèâ. ïðèêëàä 9. 
4.13. à) 5; á) 9. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 6. 4.14. 34 îòâîðè. Ïî -
ðàäà. Âðàõóéòå òàêå. Ïåðøèé ìàé ñòåð ïîâèíåí çðîáèòè 300 : 20 – 
– 1 = 14 îòâîðіâ, à äðóãèé – 300 : 12 = 24. Îòâîðè, ùî êðàòíі 
і 20 ñì, і 12 ñì, äóáëþþòüñÿ. Öå âіäñòàíі, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðіâíÿí-
íÿ 20x = 12y, ðîçâ’ÿçêè ÿêîãî: x = 3t, y = 5t, і âіäñòàíü äîðіâíþє 60t. 

Òîäі ÷èñëî ñïіëüíèõ îòâîðіâ äîðіâíþє . Çâіäñè çàãàëüíå 

÷èñëî îòâîðіâ áóäå 14 +24 – 4 = 34. 4.15. à) Íі; á) íà 5; â) íà 2; 

ã) 262 161; ä) 196 621; å) 589 863 ãðí. 4.16. 12 ïî 130 êã і 9 ïî 160 êã. 
Ïîðàäà. Òðåáà çíàé òè ðîçâ’ÿçêè â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ðіâíÿííÿ 
130x + 160y = 3000, àáî 13x + 16y = 300. Âðàõóéòå, ùî x êðàòíå 
÷èñëó 4 і x < 300 : 13, òîáòî x < 23. Òîäі ïðîñòîþ ïåðåâіðêîþ íå-
âàæêî îòðèìàòè, ùî x = 12 âіäïîâіäàє öіëîìó çíà÷åííþ y (y = 9). 
4.17. à) à = –9; b = 15; á) à = 7; b = 14. 4.18. à) 2; –3. Ïîðàäà. Ïåðå-
âіðêîþ ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî x = 2 є êîðåíåì ðіâíÿííÿ. Ïîäіëіòü áàãà-
òî÷ëåí ëіâîї ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà x – 2; á) –1; 3. Ïîðàäà. Ïåðåâіð-
êîþ ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî x = –1 є êîðåíåì ðіâíÿííÿ. Ïîäіëіòü 
áàãàòî÷ëåí ëіâîї ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà x + 1, îòðèìàéòå ó ÷àñòöі 

. Ïåðåâіðêîþ ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî x = 3 є êîðåíåì 
îñòàííüîãî áàãàòî÷ëåíà; ïîäіëіòü éîãî íà x – 3. 4.19. à) (–4; 0). Ïî-
ðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 20; á) (4; 8), (–2; –4). Ïîðàäà. Ïîäіëіòü òðè÷ëåí 

 íà x2 – 2x – 3 і îòðèìàéòå â ÷àñòöі 2x + 2, à â îñòà÷і 6. 
Äàëі äèâ. ïðèêëàä 20. 4.20. à) Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî õ íå êðàòíå 
÷èñëó 3 і éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäі . Òîäі 

; á) Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî x – íåïàðíå ÷èñëî. 
4.21. à) Íåìàє. Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî x – íåïàðíå ÷èñëî; á) íåìàє. 
Ïîðàäà. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі  і äîâå-
äіòü, ùî x і y – íåïàðíі і y – x = 2, . ßêùî ïіäñòàâèòè 
y = x + 2 â îñòàííє ðіâíÿííÿ, îòðèìàєìî ïðîòèðі÷÷ÿ. 4.22. m = 0, n = 3; 
m = 2, n = 4. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 22. 4.23. à)  ∅. Ïîðàäà. Ðіâ-
íÿííÿ  íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ íà ìíîæèíі öіëèõ ÷èñåë; 

á) , äå ; â) , äå ; ã) , äå 

; ä)  äå , . 4.24. à) x = y = 1. Ïîðàäà. Íå-

õàé x < y. Òîäі ìàєìî . Ïðàâà ÷àñ-
òèíà öüîãî ðіâíÿííÿ äіëèòüñÿ íà x + 1, à ëіâà – íі. Ðîçâ’ÿçêіâ íå-
ìàє. Àíàëîãі÷íî äîâîäèìî, ùî ðіâíÿííÿ íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ ó âèïàäêó 
y < x. Ó âèïàäêó y = x ìàєìî (2õ)! = 2 ⋅ x!, , 
õ = 1; á) (1; 2), (1; –2). Ïîðàäà. Ïåðåïèøåìî äàíå ðіâíÿííÿ ó âè-
ãëÿäі . Çâіäñè äëÿ õ ìàєìî ëèøå äâà 
ìîæëèâі çíà÷åííÿ: . Ïðè õ = 1 çàäàíå ðіâíÿííÿ ïåðåòâîðþєòüñÿ 
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íà , . Ïðè õ = –1 çàäàíå ðіâíÿííÿ ïåðåòâîðþєòüñÿ íà 
, ùî íå ìàє ðîçâ’ÿçêó â öіëèõ ÷èñëàõ (ëіâà ÷àñòèíà – 

ïàðíà, ïðàâà – íåïàðíà); â) (5; 6), (–6; –5), (–3; 4), (–4; 3). Ïîðàäà. 
Ïåðåïèøåìî äàíå ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі . 

Îñêіëüêè , òî ìîæëèâі ëèøå ÷îòèðè 

âèïàäêè: 1) y – õ = 1. Îòðèìàєìî (5; 6), (–6; –5). 2) y – õ = 7. Îòðè-
ìàєìî (–3; 4), (–4; 3). 3) y – õ = 13. Ðîç â’ÿç êіâ íåìàє. 4) y – õ = 91. 
Ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. 4.25. (3; 2). Ïîðàäà. ×èñëî  – ïàðíå, òîäі x – íå-
ïàðíå. Òîìó ÷èñëî  =  äіëèòüñÿ íà 4. Çâіäñè y – ïàð-
íå. Çà óìîâîþ y – ïðîñòå ÷èñëî, îòæå, y = 2. 4.26. à) (24; 8); (54; 2). 

Ïîðàäà. Ïåðåïèøåìî äàíå ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі . Çíàìåí-

íèê ïîâèíåí ìіñòèòè ìíîæíèêè ÷èñëà 243 (áî y і y + 1 íå ìàþòü 
ñïіëüíèõ ìíîæíèêіâ, äèâ. § 1). Îñêіëüêè 243 = , òî (y + 1)2 ìîæå 
äîðіâíþâàòè , , . Âðàõîâóþ÷è, ùî ÷èñëî y є íàòóðàëüíèì, ìàє-
ìî äâà ðîçâ’ÿçêè: y = 2, y = 8; á) (1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), 
(2; 3; 1), (3; 2; 1), (3; 1; 2). Ïîðàäà. Çàçíà÷èìî, ùî íåâіäîìі õ, y і z 
âõîäÿòü äî ðіâíÿííÿ ñèìåòðè÷íî. Íåõàé x J y J z (ðîçâ’ÿçêè äëÿ 
іíøèõ âèïàäêіâ ñïіââіäíîøåííÿ çìіííèõ îòðèìàєìî ïåðåñòàíîâêîþ 
çíà÷åíü õ, y, z). Çàìіíîþ ó ëіâіé ÷àñòèíі ðіâíîñòі õ і y íà áіëüøå 
÷èñëî z ìàєìî 3z I xyz. Äî òîãî ðіâíіñòü äîñÿãàєòüñÿ ëèøå ó âè-
ïàäêó õ = y = z, ùî íåìîæëèâî (â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ  íå 
ìàє ðîçâ’ÿçêó). Òîäі ,  (áî ). Òîäі, âðàõîâóþ÷è, 
ùî {x, y} ∈ N і x J y, ìàєìî: àáî õ = y = 1, àáî õ = 1, y = 2. Ó ïåð-
øîìó âèïàäêó 2 + z = z, ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ó äðóãîìó îòðèìàєìî 
z = 3. Òîáòî ïðè x J y J z ìàєìî ðîçâ’ÿçîê (1; 2; 3). 4.27. (8; 9; 9), 

(12; 11; 11). Ïîðàäà. Ç äðóãîãî ðіâíÿííÿ . Òîäі ç ïåðøîãî 

ðіâíÿííÿ ìàєìî . Çâіäñè , . ßêùî z = 9, 

òî x = 8, y = 9. ßêùî z = 11, òî x = 12, y = 11. 4.28. (5; 2; 7), (5; 
7; 2), (7; 3; 4), (7; 4; 3). Ïîðàäà. Çàçíà÷èìî, ùî íåâіäîìі y і z âõî-
äÿòü äî ðіâíÿííÿ ñèìåòðè÷íî. Âіäíіìåìî âіä äðóãîãî ðіâíÿííÿ ïåð-
øå. Îòðèìàєìî yz – y – z = 5, yz – y – z + 1 = 5 + 1, (y – 1) ×
× (z – 1) = 6. Çíàéäåìî y J z (іíøі ðîçâ’ÿçêè îòðèìàєìî ïåðåñòàíîâ-
êîþ çíà÷åíü y і z). Òîäі ìàєìî äâà âèïàäêè:

 
,
 

.
4.29. Ïîðàäà. Ïåðåïèøіòü ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі . Ïåðå-

âіðòå, ùî x = n íå є ðîçâ’ÿçêîì. Òîäі , x < n. Òîäі x = n +

+ k, äå k – öіëå, äîäàòíå; . Çðîçóìіëî, ùî k – äіëüíèê n2 
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(áî y – öіëå). 4.30. (3; 3; 3), (2; 4; 4), (2; 3; 6) òà âіäïîâіäíі ïåðå-
ñòàíîâêè çíà÷åíü õ, y, z. Ïîðàäà. Çàçíà÷èìî, ùî íåâіäîìі x, y і z 
âõîäÿòü äî ðіâíÿííÿ ñèìåòðè÷íî. Íåõàé x J y J z (ðîçâ’ÿçêè äëÿ 
іíøèõ âèïàäêіâ ñïіââіäíîøåííÿ çìіííèõ îòðèìàєìî ïåðåñòàíîâêîþ 

çíà÷åíü õ, y, z). Òîäі , îòæå, x J 3, x ∈ {1, 2, 3}. 

1) õ = 1 – ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. 2) õ = 2, , y I 2. Çðîçóìіëî, 

ùî . ßêùî y = 3, òî z = 6. ßêùî y = 4, òî z = 4. ßêùî y > 4, 

òî і z > 4,  – ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє. 3) õ = 3, , y I 3. 

ßêùî y = 3, òî z = 3. ßêùî y > 3, òî і z > 3,  – ðîçâ’ÿçêіâ 

íåìàє. Îòæå, äàíå ðіâíÿííÿ áåç óðàõóâàííÿ ïåðåñòàíîâîê ìàє òðè 
ðîçâ’ÿçêè: (2; 3; 6), (2; 4; 4), (3; 3; 3).

ЗАВДАННЯ 5
5.1. à) 20. Ïîðàäà. Є ï’ÿòü ïàðíèõ öèôð: 0, 2, 4, 6, 8. Ïåðøîþ 

ìîæå áóòè áóäü-ÿêà ç íèõ, îêðіì 0 – 4 ìîæëèâîñòі. Äðóãîþ áóäü-
ÿêà ç ï’ÿòè. Ìàєìî  ÷èñåë; á) 18. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 2. 
5.2. à) 125. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî âñüîãî íåïàðíèõ öèôð 
ï’ÿòü і êîæíà ç íèõ ìîæå ñòîÿòè â áóäü-ÿêîìó ðîçðÿäі òðèöèôðîâî-
ãî ÷èñëà. Ìàєìî ; á) 300. Ïîðàäà. Àíàëîãі÷íî äî ïðè-
êëàäó 1 çàïèøіòü øóêàíі ÷èñëà ÿê ; ðîçãëÿíüòå àðèôìå-
òè÷íó ïðîãðåñіþ àm – 2 =  ç ïåðøèì ÷ëåíîì 99, ðіçíèöåþ 3 і 
îñòàííіì ÷ëåíîì 996. Òîäі äëÿ øóêàíîãî ÷èñëà n ìàєìî 996 =
= 99 + (n – 1)3; â) 60. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíåìî äâîöèôðîâå ÷èñëî à, 
óòâîðåíå ïåðøèìè äâîìà öèôðàìè òðèöèôðîâîãî çàäàíîãî ÷èñëà b, 
òîáòî , äå c – öèôðà. ßêùî à e 3, òî c ∈ {0, 3}; ÿêùî à ïðè 
äіëåííі íà 3 äàє îñòà÷ó 1, òî c ∈ {1, 5}; ÿêùî à ïðè äіëåííі íà 3 
äàє îñòà÷ó 2, òî c ∈ {2, 4}. Òîäі ÷èñåë b ó äâà ðàçè áіëüøå, íіæ 
÷èñåë à, òîáòî äâîöèôðîâèõ ÷èñåë, óòâîðåíèõ іç öèôð 0, 1, 2, 
3, 4, 5. Êіëüêіñòü ÷èñåë à äîðіâíþє (àíàëîãі÷íî äî 5.1 a)) 

. Îòæå, øóêàíèõ ÷èñåë óñüîãî . 5.3. à) 11!; 
á) !; â) 9900; ã) n. 5.4. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ìåòîäîì âіä 
ñóïðîòèâíîãî. 5.5. 3. Ïîðàäà. 5!, 6!, ..., 9! – ÷èñëà, ùî çàêіí÷ó-
þòüñÿ íóëåì; 1! + 2! + 3! + 4! = 1 + 2 + 6 + 24 = 33. 5.6. Ïîðàäà. 
Ó äîáóòêó  є ïðîñ òі ñïіâìíîæíèêè (íàïðèêëàä 23) ç 
íåïàðíèì ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ. 5.7. 4!. 5.8. 4!. 5.9. 4!, ÿêùî 
ñåðåä äàíèõ öèôð íåìàє íóëÿ; , ÿêùî ñåðåä çàäàíèõ öèôð 
ìіñòèòü ñÿ íóëü. 5.10. 31 250. Ïîðàäà. 56 ⋅ 2. Äèâ. ïðèêëàäè 3 і 8. 
5.11.  Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî íà ïåðøîìó ìіñöі 
íå ìîæå ñòîÿòè íóëü. 5.12. 720. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî 
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îäíó âåðøèíó òðèêóòíèêà ìîæíà îáðàòè 10 ñïîñîáàìè, äðóãó – 
äåâ’ÿòüìà, òðåòþ – âіñüìîìà. 5.13. 325. Ïîðàäà. Äîäàìî êіëüêіñòü 
âàðіàíòіâ, çà ÿêèìè ìîæíà ñêëàñòè ñòîïêó ç îäíієї, äâîõ, òðüîõ, ÷î-
òèðüîõ і ï’ÿòè êíèã:  = 325. 
5.14. à) 2 025 856. Ïîðàäà.  (äèâ. 
ïðèêëàä 5); á) Íå ìàє ðîçâ’ÿçêó. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 5 і ïîðàäó 
äî 5.8 à); â) 322. Ïîðàäà. Äëÿ êîæíîãî (íå çàëåæíî âіä ïîçèöії ñëî-
íà іíøîãî êîëüîðó) ìàєìî 32 âàðіàíòè ðîçìіùåííÿ; ã) 3696. Ïîðà-
äà. Ðîçãëÿíüòå 3 âàðіàíòè ðîçìіùåííÿ ïåðøîãî êîíÿ ó êëіòèíêàõ 
óçäîâæ êðàþ äîøêè; 2 âàðіàíòè éîãî ðîçìіùåííÿ ó äðóãîìó ðÿäêó 
êëіòèíîê âіä êðàþ äîøêè; ðîçìіùåííÿ â іíøèõ 16 êëіòèíêàõ äîø-
êè. Ìàєìî: (4(64 – 3) + 8(64 – 4) + 16(64 – 5)) + (4(64 – 5) +
+ 16(64 – 7)) + 16(64 – 9) = 3696. 5.15. 895 680. Ïîðàäà. 
900 000 –  = 900 000 – 4320 = 895 680 (äèâ. ïðèêëàä 8 і çà-
äà÷ó 5.10). 5.16. Іíøèõ áіëüøå. Ïîðàäà. Êіëüêіñòü ï’ÿòèöèôðîâèõ 
÷èñåë, ó çàïèñó ÿêèõ íåìàє 1, äîðіâíþє , îòæå, êіëüêіñòü ÷è-
ñåë, ùî ìàþòü öèôðó 1, äîðіâíþє  – . Çàëèøèëîñÿ ïîðіâ-
íÿòè ÷èñëà  і (  – ), ìàєìî . 5.17. à) 15; 
á) 64. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 11 òà âëàñòèâіñòü ñïîëó÷åíü, íàâåäå-

íó ïіñëÿ íüîãî. 5.18. . Ïîðàäà. Êîæíó ïàðó âåðøèí áàãàòî-

êóòíèêà ñïîëó÷àє àáî ñòîðîíà öüîãî áàãàòîêóòíèêà, àáî éîãî äіàãî-
íàëü. Îòæå, êіëüêіñòü äіàãîíàëåé äîðіâíþє . 5.19. 28 560. 
Ïîðàäà. Îñòàííüîþ öèôðîþ øóêàíèõ ÷èñåë ìîæå áóòè àáî 0, àáî 5. 
Ó ïåðøîìó âèïàäêó іíøі ï’ÿòü öèôð îáèðàєìî ç {1; 2; 3; 4; 5; 
6; 7; 8; 9;}, òîáòî ìàєìî  âàðіàíòіâ. Ó äðóãîìó âèïàäêó âðàõó-
єìî, ùî íà ïåðøå ìіñöå íå ìîæíà ïîñòàâèòè íóëü. Òîìó ìàєìî 
8 âàðіàíòіâ äëÿ öèôðè ñòàðøîãî ðîçðÿäó,  äëÿ іíøèõ ðîçðÿäіâ, 
òîáòî âñüîãî 8  âàðіàíòіâ. Çàãàëîì óìîâі çàäà÷і âіäïîâіäàє  +
+ 8  ÷èñåë. 5.20. 8375. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 14. 5.21. 72. Ïîðà-
äà. Äèâ. ïðèêëàäè 8 і 14. 5.22. Áіëüøå òèõ, ó çàïèñó ÿêèõ âèêîðèñ-
òîâóєòüñÿ öèôðà 7. Ïîðàäà. Óñüîãî ñåìèöèôðîâèõ ÷èñåë ; 
ç íèõ íå ìіñòÿòü öèôðó 7 âñüîãî  ÷èñåë; ïîðіâíþєìî (  – 
– ) ç . Ðіçíèöÿ îñòàííіõ ÷èñåë äîðіâíþє  
=  5.23. à) ; 
â) . 5.24. 332 640. 5.25. 64 800. Ïîðàäà. Äèâ. 
ïðèêëàä 14. 5.26. à) 10. Ïîðàäà. Îäíå ÷èñëî іç öèôðîþ 2 ó ñòàðøî-
ìó ðîçðÿäі (іíøі öèôðè – íóëі) і 9 ÷èñåë іç öèôðîþ 1 ó ñòàðøîìó 
ðîçðÿäі (іíøі öèôðè – âіñіì íóëіâ òà îäíà îäèíèöÿ). 5.27. à) . 
Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 16; á) . Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 15. 5.28. 54. 
Ïîðàäà. Äî øóêàíèõ ÷èñåë íàëåæàòü ÷èñëà, öèôðè ÿêèõ іäóòü ó 
ïîðÿäêó ñïàäàííÿ, їõ 45 (äèâ. ïðèêëàä 17), і ÷èñëà, öèôðè ÿêèõ 
îäíàêîâі, їõ 9 (11, 22, ..., 99). Ðàçîì: 45 + 9 = 54. 5.29. 180. Ïî-
ðàäà. Äî øóêàíèõ ÷èñåë íàëåæàòü: ÷èñëà, öèôðè ÿêèõ іäóòü ó 
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ïîðÿäêó ñïàäàííÿ, їõ  (äèâ. ïðèêëàä 18); ÷èñëà, â ÿêèõ óñі 
öèôðè îäíàêîâі, їõ 9 (111, 222, ..., 999); ÷èñëà, ÿêі óòâîðåíî ç äâî-
öèôðîâèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ öèôðàìè â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ, äî ÿêèõ 
ïðèïèñàëè ïðàâó öèôðó ïðàâîðó÷, ïðèïèñàëè ëіâó öèôðó ëіâîðó÷, 
їõ ; ÷èñëî 100. Ðàçîì: 120 + 9 + 50 + 1 = 180. 
5.30. 120. Ïîðàäà. Òàêå ÷èñëî îòðèìàєìî ç êîæíîãî òðèöèôðîâîãî 
÷èñëà, öèôðè ÿêîãî éäóòü ó ïîðÿäêó ñïàäàííÿ, ÿêùî â íüîãî ïåðå-

ñòàâèòè ìіñöÿìè äðóãó é òðåòþ öèôðè: . 5.31–

5.34. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàäè 15–18. 5.35. . Ïîðàäà. Óÿâіòü ÷èñëî 11 
ó âèãëÿäі 11 òî÷îê, ðîçìіùåíèõ ó ðÿäîê. Òîäі áóäü-ÿêå ïðåäñòàâ-
ëåííÿ ÷èñëà 11 ó âèãëÿäі 4 äîäàíêіâ ìîæíà âіäìіòèòè òðüîìà ðè-
ñî÷êàìè. Íàïðèêëàä, âèðàç 11 = 5 + 3 + 2 + 1 ìîæíà çîáðàçèòè 
òàê: . . . . .  . . .  . .  . Ëåãêî áà÷èòè, ùî і íàâïàêè, ïåâíîìó ðîçìі-
ùåííþ òðüîõ âåðòèêàëüíèõ ðèñî÷îê âіäïîâіäàє êîíêðåòíå ïðåäñòàâ-
ëåííÿ ÷èñëà 11 ó âèãëÿäі ÷îòèðüîõ äîäàíêіâ. Òîäі çàäà÷à çâîäèòüñÿ 
äî ïèòàííÿ: ñêіëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìіñòèòè òðè ðèñî÷êè ó 
ïðåäñòàâëåííі ÷èñëà 11 ó âèãëÿäі òî÷îê? Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî ëіâà 
ðèñî÷êà íå ìîæå îïèíèòèñÿ ïîçà òî÷êàìè, áî çà óìîâîþ âñі äîäàí-
êè âіäìіííі âіä íóëÿ. 

ЗАВДАННЯ 6
6.1. à) 4; á) 0; â) 1; ã) 2; ä) 3. 6.2. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 2. 6.3. 

2010. Ïîðàäà. 2012 = . Øóêàíå ÷èñëî 2012 – 2 =
= 2010. 6.4. 9976. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 1. 6.5. Íà øîñòîìó ïîâåðñі 
ïіä’їçäó № 3. Ïîðàäà. Íà îäíîìó ïîâåðñі äàíîãî áóäèíêó 103 – 97 =
= 6 êâàðòèð. Òîäі â îäíîìó ïіä’їçäі  êâàðòèð. 178 : 48 =
= 3 (îñò. 34), îòæå, äàíà êâàðòèðà â ïіä’їçäі № 3; 34 : 6 = 5 
(îñò. 4), îòæå, äàíà êâàðòèðà íà øîñòîìó ïîâåðñі. 6.6. Íі. Ïîðàäà. 
Ïіñëÿ ðîçðіçàííÿ ïåðøîãî àðêóøà óòâîðèòüñÿ (7 – 1) + 7 ÷àñòèí. 
Êіëüêіñòü ÷àñòèí ïіñëÿ êîæíîãî ðîçðіçàííÿ áóäå çáіëüøóâàòèñÿ íà 6. 
Ïіñëÿ n-ãî ðîçðіçàííÿ ìàòèìåìî 6n + 7 = 6(n + 1) + 1 ÷àñòèí. 
Òîáòî êіëüêіñòü óòâîðåíèõ ÷àñòèí ïðè äіëåííі íà 6 äàє îñòà÷ó 1. 
À 2012 ïðè äіëåííі íà 6 äàє îñòà÷ó 3. 6.7. à) 2; á) 5, ÿêùî n > 4; 0, 
ÿêùî n = 4; 1, ÿêùî n = 3; 2, ÿêùî n = 2; 3, ÿêùî n = 1. Ïîðàäà. 
Äèâ. ïðèêëàä 6 і âіçüìіòü äî óâàãè, ùî 4n + 7 = 2(n + 1) + 5; â) 9, 
ÿêùî n > 5; 0, ÿêùî n = 5; 1, ÿêùî n = 4; 2, ÿêùî n = 3; 3, ÿêùî 
n = 2; 4, ÿêùî n = 1. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 6 і âіçüìіòü äî óâàãè, 
ùî ; ã) 1, ÿêùî n – ïàðíå, 2, ÿêùî n –
íåïàðíå. Ïîðàäà. ßêùî n = 2k, òî ; ÿêùî n = 2k + 1, 
òî . 6.8. 301. Ïîðàäà. Ùîá ÷èñëî äіëèëîñÿ íà 4, 
5 і 6, íåîáõіäíî і äîñòàòíüî, ùîá âîíî äіëèëîñÿ íà 60. Íåõàé êíèæîê 
çàãàëîì n. Òîäі n – 1 = 60k. Çíàéäåìî íàéìåíøå (íàòóðàëüíå) k, 
ïðè ÿêîìó n äіëèòüñÿ íà 7: n = 60k + 1 = 56k + (4k + 1), k = 5. 
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Îòæå, n = . 6.9. à) Íі. Ïîðàäà. Îñòà÷à çàâæäè ìåíøà 
âіä äіëüíèêà; á) íі. Ïîðàäà. Íå çàâæäè. Êîíòðïðèêëàä: ÷èñëî 15; 
â) òàê. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 4; ã) Òàê. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 4 і 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äіîôàíòîâîãî ðіâíÿííÿ (4) íà ñ. 45. 6.10. Íі. 
Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî ÷èñëî  ïðè äіëåííі íà 4 ìàє îñòà÷ó 0 
àáî 1 (ëåìà 1), à ÷èñëî 23 – îñòà÷ó 3. 6.11. Ïîðàäà. Çàïèøіòü 
êâàä ðàò íåïàðíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäі  і äîâåäіòü, ùî ðіçíèöÿ 

 – 32 êðàòíà ÷èñëó 8. 6.12. Ïîðàäà. Äîâåäіòü, ùî . 
6.13. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ çàäà÷åþ 6.12. 6.14. . Ïîðàäà. Ïî-
äіëіòü  íà n + 5 (äèâ. ñ. 54) і çàïèøіòü  =
= (n + 4)(n + 5) – 6; n + 5 = 6 çà óìîâè n = 1. 6.15. Ïîðàäà. 
Âðàõóéòå, ùî n íå ìîæå áóòè ïàðíèì і íå ìîæå áóòè êðàòíèì 
÷èñëó 3. Òîäі ÷èñëà  – ïàðíі é îäíå ç íèõ äіëèòüñÿ íà 4 
(äèâ. âëàñòèâіñòü (10) ñ. 7). ×èñëî n íå äіëèòüñÿ íà 3, òîäі îäíå іç 
÷èñåë  êðàòíå ÷èñëó 3. Òîáòî , . 6.16. 
Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè ëåìó 3. 6.17. ð = 3. Ïîðàäà. Ïåðåâіðòå, 
ùî ð = 2 íå çàäîâîëüíÿє óìîâó, à ð = 3 – çàäîâîëüíÿє. Äîâåäіòü âіä 
ñóïðîòèâíîãî, ùî ÷èñëà ð > 3 íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (ðîçãëÿíüòå 
ìîæëèâі îñòà÷і âіä äіëåííÿ íà 3). Äèâ. ïðèêëàäè 10 і 13. 6.18. ð = 
2. Ïîðàäà. Äèâ. çàäà÷ó 6.17 і ïðèêëàäè 10, 13. 6.19. ð = 3. Ïîðàäà. 
Äèâ. ïðèêëàä 10. 6.20. n = 2. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 10 і âіçüìіòü äî 
óâàãè, ùî n ìîæå áóòè òіëüêè ïàðíèì. 6.21. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå 
îñòà÷ó âіä äіëåííÿ ïðàâîї і ëіâîї ÷àñòèí ñïіââіäíîøåííÿ íà 3. (Äèâ. 
ïðèêëàä 12.) 6.22. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 9. 
6.23. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå âñі ìîæëèâі îñòà÷і, ùî äàє n ïðè äіëåííі 
íà 5, і ïðîàíàëіçóéòå âіäïîâіäíі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 5, çàäàíîãî 
âèðàçó. 6.24. Íі. Ïîðàäà. Âðàõóéòå ëåìó 1 і òå, ùî ïðè äіëåííі íà 3 
÷èñëî òà ñóìà éîãî öèôð äàþòü îäíàêîâі îñòà÷і. 6.25. Íі. Ïîðàäà. 
Äèâ. ïðèêëàä 11. 6.26. 1073 = 322 + 72. Ïîðàäà. Îñòà÷і âіä äіëåííÿ 
äàíèõ ÷èñåë íà 4 äîðіâíþþòü âіäïîâіäíî 1, 3, 3. Îòæå, çà ëåìîþ 1 
îñòàííі äâà ÷èñëà íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó äâîõ êâàä ðàòіâ. 
Çíàéäåìî òàêі öіëі à і b, ùîá 1073 = à2 + b2. Îäèí іç öèõ êâàä ðàòіâ 
êðàòíèé ÷îòèðüîì (âіäïîâіäíà îñòà÷à íóëü), à äðóãèé – êâàä ðàò íå-
ïàðíîãî ÷èñëà (âіäïîâіäíà îñòà÷à 1). Ïåðåáîðîì çíàéäåìî, ùî 
1073 – . 6.27. Ïîðàäà. Çàïèøіòü ð3 + 2 = ð(ð2 + 2) –
– ð(ð – 1). 6.28. Ïîðàäà. Äèâ. ëåìó 1 òà çàóâàæåííÿ äî íåї. 
6.29. Äðóãèé. Âіí äîäàє ÷èñëî, îñòà÷à ÿêîãî ïðè äіëåííі íà 5 äîïî-
âíÿє âіäïîâіäíó îñòà÷ó ñóïðîòèâíèêà äî 5, ÿêùî òîé äîäàâ íå 5; 
ÿêùî ñóïðîòèâíèê äîäàâ 5, òî âіí òàêîæ äîäàє 5. 6.30. ßêùî n 
êðàòíå ÷èñëó 5 – äðóãèé (äèâ. 6.29). ßêùî n íåêðàòíå ÷èñëó 5 – 
ïåðøèé. Ïåðøèì êðîêîì âіí çàïèñóє îñòà÷ó âіä äіëåííÿ n íà 5, à 
ïîòіì äîòðèìóєòüñÿ ñòðàòåãії 6.29. 6.31. 2. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ 
àëãîðèòìîì Åâêëіäà. 6.32. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ àëãîðèòìîì 
Åâêëіäà (äèâ. ïðèêëàä 19). 6.33. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî 
ÍÑÄ (à; b) = ÍÑÄ (à – b). Íåõàé m > n. ÍÑÄ (2n – 1; 2m – 1) = 
= ÍÑÄ (2n – 1; 2m – 2n) = ÍÑÄ (2n – 1; 2n(2m–n – 1)). Âðàõóéòå, ùî 
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ÍÑÄ (2n – 1; 2n) = 1 (äèâ. (11), ñ. 8), òîäі ÍÑÄ (2n – 1; 2n(2m–n – 1)) = 
= ÍÑÄ (2n – 1; (2m–n – 1)). Çàñòîñóєìî öþ ïðîöåäóðó ùå ðàç. Íà 
îñòàííüîìó êðîöі îòðèìàєìî ÍÑÄ (2ñ – 1; 2ñ – 1), äå ñ = ÍÑÄ (m; n) 
(äèâ. äîâåäåííÿ àëãîðèòìó Åâêëіäà, ñ. 82). 6.34. Ïîðàäà. Äèâ. 6.33.

ЗАВДАННЯ 7
7.1. à) 1. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè âëàñòèâіñòü 7 і òå, ùî ; 

á) 1. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè âëàñòèâіñòü 7 і òå, ùî ; 

â) –1. Ïîðàäà. Àíàëîãі÷íî äî á). 7.2 à) n = 14k + 2. Ïîðàäà. , 

; á) n = 16k – 2. Ïîðàäà. , , ; â) n = 3k + 1. 

Ïîðàäà. , , . 7.3. à) 1. Âіçüìіòü äî óâàãè âëàñòè-

âîñòі 3, 5, 7; á) 5. Ïîðàäà. , , (116 + 1717)21  =
= (52)10 ⋅ 5  = 5. 7.4. à) Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 4; á) Ïîðàäà. 
Äèâ. ïðèêëàä 4; â) Ïîðàäà. Çàïèøіòü 43 101 + 23 101 =
= (43 ⋅ 1000 + 101) + (23 ⋅ 1000 + 101) і âіçüìіòü äî óâàãè âëàñòè-
âîñòі 3 і 6; ã) Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî ÷èñëà ,   ïîðіâ-
íþâàíі çà ìîäóëåì 7 іç ÷èñëîì 1. 7.5. à) Ïîðàäà. Âðàõóéòå, ùî ïðè 
äіëåííі íà 5 äîâіëüíå n ìîæå äàâàòè îñòà÷і {0, 1, 2, 3, 4}, òîáòî n 

ïîðіâíþâàíå çà ìîäóëåì 5 іç ÷èñëîì 1, àáî 2, àáî 3, àáî –2, àáî –1. 

Ðîçãëÿíüòå âñі ìîæëèâі âèïàäêè. Íàïðèêëàä, ÿêùî , òî 

; á) Ïîðàäà. Ïðåäñòàâòå  =
=  і äîâåäіòü, ùî îñòàííіé âèðàç çàâæäè ïàðíèé і êðàòíèé 

÷èñëó 3 (ðîçãëÿíüòå òðè ìîæëèâі âèïàäêè: , , ; â) Ïî-
ðàäà. Ïðåäñòàâòå  =  і äîâåäіòü, ùî îñòàííіé âèðàç 
çàâ æäè ïàðíèé і êðàòíèé ÷èñëó 5 (àíàëîãі÷íî äî 7.5 a)); ã) Ïîðàäà. 
à2 = à2 – à + 1 + (à – 1). Òîäі ÷èñëà à2 і à – 1 ïîðіâíþâàíі 

ïðè äіëåííі íà à2 – à + 1,  

=   à2 – à + 1. 7.6. à)  

. Ïîðàäà. , , òîäі , ; á)  . 

Ïîðàäà. , , òîäі , , ; â)  

. Ïîðàäà. , , òîäі , , , 

; ã) . Ïî-

ðàäà. Ïîçíà÷òå , , , , òîáòî |t| – 
äіëüíèê ÷èñëà 24, |t| ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}, n ∈ {–21, –9, –5, –3, 
–1, 0, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 15, 27}. 7.7. Ïîðàäà. Çàïèøіòü çàäàíèé 

âèðàç ó âèãëÿäі  і âðàõóéòå, ùî , 

, , і ñêîðèñòàéòåñÿ âëàñòèâîñòÿìè ïîðіâíÿíü. 7.8. Ïî -
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ðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî ÷èñëî íàñòóïíå ïіñëÿ (ð – 1)! äіëèòüñÿ 

íà ð. 7.9. Ïîðàäà. ,  і çà ëåìîþ 5 
çàäàíå ÷èñëî íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ÿê ñóìà äâîõ êóáіâ. 

7.10. Íі. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 10. 7.11. à) . Ïîðàäà. , 

,  (3 і 8 âçàєìíî ïðîñòі, äèâ. âëàñòèâіñòü 8), , 

n = 8k + 6; á) . Ïîðàäà. Ïîìíîæèìî îáèäâі ÷àñòèíè äàíîãî 

ïîðіâíÿííÿ íà 2, òîäі , , , , , 

; â) . Ïîðàäà. , . Òîäі ìàєìî , 

, . ; ã) . Ïîðàäà. Îòðèìàéòå 

ç äàíîãî ïîðіâíÿííÿ: , , , , , 

, . 7.12. à) x = –1 – 49k, y = 1 + 7k, äå . Ïîðà  -
äà. Äèâ. ïðèêëàä 15; á) x = 7 + 15k, y = 5 + 13k, äå . Ïîðà-
äà. Äèâ. ïðèêëàä 15; â) Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî , 

. Òîäі ìàєìî: , , , , x = –1 +

+ 18k, y = 24 – 257k, äå . 7.13. à) Íі. Ïîðàäà. , ÷îãî 

íå ìîæå áóòè çà ëåìîþ 2; á) íі. Ïîðàäà. 15 , , ÷îãî íå 

ìîæå áóòè çà ëåìîþ 2; â) íі. Ïîðàäà. , ÷îãî íå ìîæå áóòè 
çà ëåìîþ 5. 7.14. x = –17 + 118k, y = 9 – 61k, z = –1 + 7k, äå . 
Ïîðàäà. Ïîìíîæòå ïåðøå ðіâíÿííÿ íà 3, äðóãå – íà 4 і âіäíіìіòü, 
îòðèìàєòå . Çäіéñíіòü ïîðіâíÿííÿ ïðàâîї òà ëіâîї ÷àñòèí 

îñòàííüîї ðіâíîñòі çà ìîäóëåì 7, îòðèìàєòå , z = –1 + 7k, äå 
. 7.15. à) 1. Ïîðàäà. Çàñòîñóéòå ìàëó òåîðåìó Ôåðìà (äèâ. ïðè-

êëàä 18); á) 1. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî 256 = 162 і çàñòîñóé-
òå ìàëó òåîðåìó Ôåðìà. 7.16. Ïîðàäà. Çà ìàëîþ òåîðåìîþ Ôåðìà 

, òîäі . Ç òîãî, ùî , à òîäі , ìàєìî . 

Ç іíøîãî áîêó, , , . Ìàєìî: . 

7.17. Ïîðàäà. , . Çàñòîñóéòå ìàëó òåîðåìó Ôåðìà. 

7.18. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå äîáóòîê (n8 – 1)(n8 + 1) = n16 – 1 і çàñòî-

ñóéòå ìàëó òåîðåìó Ôåðìà. 7.19. Ïîðàäà. , òîäі , 

. Îáèäâі ÷àñòèíè îñòàííüîãî ïîðіâíÿííÿ ïàðíі, òîäі 

. Îòæå, , äå . Çà ìàëîþ òåîðåìîþ 

Ôåðìà . Òîäі , , . 
7.20. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå âèïàäîê êðàòíîñòі òà íå êðàòíîñòі à і b 
÷èñëó p. Ó âèïàäêó íå êðàòíîñòі à, b ÷èñëó p âіçüìіòü äî óâà -
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ãè íàñëіäîê ç ìàëîї òåîðåìè Ôåðìà. 7.21. Ïîðàäà. Äîâåäіòü, ùî 

 (ðîçãëÿíüòå âèïàäêè n  і íå êðàòíå ÷èñëó 3), і ïðîàíàëіçóé-
òå ïàðíіñòü øóêàíîãî âèðàçó. 7.22. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî 

êîæíå ç äàíèõ ÷èñåë àáî êðàòíå ÷èñëó 7, àáî íå äіëèòüñÿ íà 7; ó 

âèïàäêó, êîëè ÷èñëî à íå äіëèòüñÿ íà ñіì, à7 . 7.23. Ïîðàäà. Äî-

âåäіòü, ùî ; ïðîàíàëіçóéòå ïàðíіñòü øóêàíîãî âèðàçó (íàïðè-
êëàä, ÷åðåç ïîðіâíÿííÿ çà ìîäóëåì 2); âіçü ìіòü äî óâàãè, ùî çàäàíі 
òðè ÷èñëà ïîðіâíþâàíі çà ìîäóëåì 3 іç ÷èñëàìè àáî {1, 1, 1}, àáî 
{–1, –1, –1}, àáî {1, –1, 0}, {0, 0, 0}. 7.24. Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâà-
ãè, ùî 2730 = , . Äëÿ êîæíîãî 

 àáî , àáî äëÿ np–1 âèêîíóєòüñÿ òâåðäæåííÿ ìà-

ëîї òåîðåìè Ôåðìà. 7.25. à)  ; á)  

; â)  ; ã)  . 7.26. ×èñëî 

 òîäі é òіëüêè òîäі, êîëè (  ) . 
Ïîðàäà. Âіçüìіòü äî óâàãè, ùî êîæíå ÷èñëî ó âіñіìêîâіé ñè ñòåìі ÷èñ-

ëåííÿ ìàє âèãëÿä  , à . 7.27. ×èñëî 

äіëèòüñÿ íà 9 òîäі é òіëüêè òîäі, êîëè (   

) e 9. 7.28. ×èñëî  òîäі é òіëüêè òîäі, 

êîëè (  ) . ×èñëî  

òîäі é òіëüêè òîäі, êîëè (  ) . 

7.29. Ïîðàäà. Çàïèøіòü äàíå ÷èñëî à ó âèãëÿäі à = 10b + ñ. Ìàєìî 

2à – (b + 2ñ) = 19b e 19, îòæå, . 7.31. ßêùî k e 3, òî âèãðàє 
äðóãèé, іíàêøå – ïåðøèé. 1) ßêùî k e 3, òî äðóãèé ïіñëÿ õîäó ïåð-
øîãî äîïèñóє öèôðó, ñóìà ÿêîї іç ïîïåðåäíüîþ (ùî íàïèñàíà ïåð-

øèì ãðàâöåì) ïðè äіëåííі íà 9 äàє îñòà÷ó 6 (òîáòî: ïіñëÿ 6 – 9, ïіñëÿ 

7 – 8, ïіñëÿ 8 – 7, ïіñëÿ 9 – 6). 2) ßêùî , òî ïåðøèé ñïî÷àòêó 
ñòàâèòü öèôðó, âіäìіííó âіä 9, à äàëі äîòðèìóєòüñÿ ñòðàòåãії, ïðî-
ïîíîâàíîї äëÿ äðóãîãî ó ï. 1. Çà òàêîї ãðè ñóìà âñіõ öèôð, çà âè-
íÿòêîì ïåðøîї, äіëèòüñÿ íà 9, àëå ïåðøà öèôðà âіäìіííà âіä 9. 

3) ßêùî , òî ïåðøèé ñïî÷àòêó ñòàâèòü öèôðó 9, à äàëі äëÿ 
êîæíîãî õîäó, çà âèíÿòêîì îñòàííüîãî, äîòðèìóєòüñÿ ñòðàòåãії, 
ïðîïîíîâàíîї äëÿ äðóãîãî ó ï. 1. ßêùî ïåðåäîñòàííіì õîäîì äðóãî-
ãî áóäå öèôðà 9, òî ïåðøèé çàïèñóє öèôðó, âіäìіííó âіä 9. ßêùî 
ïåðåäîñòàííіì õîäîì äðóãîãî áóäå öèôðà, âіäìіííà âіä 9, òî ïåð-
øèé çàïèñóє öèôðó 9. Çà òàêîї ãðè ñóìà âñіõ öèôð, îêðіì òðüîõ 
îñòàííіõ, äіëèòüñÿ íà 9; ñåðåä îñòàííіõ òðüîõ є îäíà 9 і îäíà öèô-
ðà, âіäìіííà âіä 9. Îòæå, îòðèìàíå ÷èñëî íå äіëèòüñÿ íà 9. 
7.32. Äðóãèé. Ïîðàäà. Ñòðàòåãіÿ àíàëîãі÷íà äî ïðèêëàäó 24 (ãðà 
Áàøå). 7.33. ßêùî n äіëèòüñÿ íà b, òî ãðó âèãðàє òîé, õòî ðîáèòü 
äðóãèé õіä. ßêùî n íå äіëèòüñÿ íà b, òî ãðó âèãðàє òîé, õòî ðîáèòü 
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ïåðøèé õіä. Ïîðàäà. Öÿ çàäà÷à є âàðіàíòîì ãðè Áàøå (äèâ. ïðè-
êëàä 24 і çàäà÷ó 7.32). Âèãðàøíà ñòðàòåãіÿ ïîëÿãàє â òîìó, ùîá 
çìóøóâàòè ïàðòíåðà ðîáèòè õіä òîäі, êîëè êіëüêіñòü ñіðíèêіâ ó 
êóïöі êðàòíà ÷èñëó b. 

ЗАВДАННЯ 8
8.1–8.3. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàäè 1, 2. 8.4. Ïîðàäà. Äèâ. ïðè-

êëàä 1. 8.8. Ïîðàäà. Òðåáà äîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії, 
ùî ñóìà ÷èñåë (n – 1)3 + n3 + (n + 1)3 äіëèòüñÿ íà 9. 8.9. Ïîðà-
äà. Äèâ. ïðèêëàäè 3, 4. 8.11. Ïîðàäà. Ïåðåâіðòå ïðàâèëüíіñòü òâåð-
äæåííÿ ïðè n = 5. Äîâåäіòü, ñïèðàþ÷èñü íà 2k > 5k + 1, іíäóêöіé-
íèé ïåðåõіä. Ìàєìî: 2k+1 = 2k ⋅ 2 > (5k + 1) ⋅ 2; k I 5, òîäі 10k +
+ 2 > 5k + 5 + 1 = 5(k + 1) + 1. 8.12. Ïîðàäà. Äèâ. çàäà÷ó 8.10. 
8.13. à) n I 3. Ïîðàäà. Ïåðåâіðòå òâåðäæåííÿ ïðè n ∈ {1, 2, 3}. 
Äîâåäіòü ïðàâèëüíіñòü íåðіâíîñòі äëÿ n I 3 ìåòîäîì ìàòåìà-
òè÷íîї іíäóêöії; á) n I 5. Ïîðàäà. Äîâåäіòü íåðіâíіñòü äëÿ n I 5 
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії. Ïðè äîâåäåííі іíäóêöіéíî-
ãî ïåðåõîäó ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî , áî êâàä ðàòíèé 
òðè ÷ëåí  ïðè k > 5 íàáóâàє äîäàòíèõ çíà÷åíü. Çàó-
âàæèìî, ùî ïðè n = 1 íåðіâíіñòü òåæ ìàє ìіñöå, àëå äîâåñòè іíäóê-
öіéíèé ïåðåõіä ïðè k J 2 íåìîæëèâî. 8.14. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 5. 
8.15. Ïîðàäà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òâåðäæåííÿì çàäà÷і 8.12. 8.16. Ïîðà-
äà. Ïðè n = 2 ìàєìî (1 + à)2 = 1 + 2à + à2 > 1 + 2a (áî ). Íå-
õàé . Ïîìíîæèìî öþ íåðіâíіñòü íà (1 + à), ìàєìî: 

 . Áàçó іíäóêöії òà іíäóêöіé-
íèé ïåðåõіä äîâåäåíî, îòæå, øóêàíà íåðіâíіñòü âèêîíóєòüñÿ äëÿ äî-
âіëüíèõ  8.17. Ïîðàäà. Ïðè ïðîâåäåííі (n + 1)-ї ïðÿìîї ÷èñëî 
óòâîðåíèõ ÷àñòèí ïëîùèíè çáіëüøóєòüñÿ íà n + 1; çàãàëüíà êіëü-
êіñòü ÷àñòèí ïëîùèíè çà íàÿâíîñòі n ïðÿìèõ äîðіâíþє 2 + 2 + 3 +
+ 4 + ... + n. Äîâåäіòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії, ùî îñòàííÿ 

ñóìà äîðіâíþє  (äèâ. ïðèêëàä 2). 

ЗАВДАННЯ 9
9.1. Ïîðàäà. Öóêåðîê (êðîëіâ) áіëüøå, íіæ øêîëÿðіâ (êëіòîê). 

9.2. Ïîðàäà. Ó òèæíі 7 äíіâ < 8. 9.3. Ïîðàäà. Ðіê ìàє íå áіëüøå ÿê 
366 äíіâ; 366 ⋅ 2 = 732 < 740; äèâ. ïðèêëàä 2. 9.4. Ïîðàäà. 
Âðàõóéòå, ùî 200 = 21 ⋅ 4 + 16; äèâ. ïðèêëàä 2. 9.5. Ïîðàäà. Ðіê 
ìàє 12 ìіñÿöіâ; 12 ⋅ 4 = 48 < 50; äèâ. ïðèêëàä 2. 9.6. Ïîðàäà. 
Ç äâîõ ëіòåð ìîæíà ñêëàñòè 2 ⋅ 2 = 4 ðіçíі ïàðè (ç ïîâòîðåííÿì ëі-
òåðè). Â óêðàїíñüêіé àáåòöі 31 ëіòåðà. Ç íèõ ìîæíà óòâîðèòè 
31 ⋅ 31 = 961 ðіçíèõ іíіöіàëіâ, 961 < 980. 9.7. Íі. Ïîðàäà. 

. Îòæå, õî÷à á íà îäíіé âàíòàæіâöі òðåáà ðîçìіñòèòè 
8 êàìåíіâ. Âàãà âîñüìè íàéëåãøèõ êàìåíіâ äîðіâíþє 370 êã +
+ 372 êã + ... + 384 êã = 3016 êã > 3 ò. 9.8. Ïîðàäà. Íåõàé íàïðè-
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êіíöі âñіõ ñóì ñòîÿòü ðіçíі öèôðè. Òîäі ñóìà öèõ ñóì çàêіí÷óєòüñÿ 
öèôðîþ 5 (áî 0 + 1 + 2 + ... + 9 = 45). Ç іíøîãî áîêó, îáèäâі ñóìè 
öèôð âіä 1 äî 10 òà їõíіõ ìіñöü (âіä 1 äî 10) çàêіí÷óþòüñÿ íóëåì. 
Îòðèìàëè ñóïå ðå÷íіñòü. 9.9. Ïîðàäà. Ïðè äіëåííі íà 11 ìàєìî 
11 îñòà÷ {0, 1, 2, …, 10}. Òîäі, çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, ç 12 ÷èñåë 
õî÷à á äâà ïðè äіëåííі íà 11 ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і. Ðіçíèöÿ öèõ 
÷èñåë – øóêàíå ÷èñëî. 9.10. Ïîðàäà. Ïðè äіëåííі íà 100 ìàєìî 
îñòà÷і 0, 1, 2, ..., 99 – âñüîãî 100, à çàäàíî 101 ÷èñëî. Òîäі ïðèíàé-
ìíі õî÷à á äâà ç íèõ ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà 100, à 
ðіçíèöÿ òàêèõ äâîõ ÷èñåë êðàòíà ÷èñëó 100. 9.11. Ïîðàäà. Ðîç-
ãëÿíüòå äâà âèïàäêè: êîëè ñåðåä äàíèõ ÷èñåë ìіñòèòüñÿ ÷èñëî, 
êðàòíå 5, і êîëè òàêîãî ÷èñëà íåìàє. à) Ó îñòàííüîìó âèïàäêó ìàє-
ìî 5 ÷èñåë, ùî ìîæóòü ìàòè ÷îòèðè âèäè îñòà÷ ïðè äіëåííі íà 5 (1, 
2, 3, 4), òîáòî õî÷à á äâà ç íèõ ìàþòü îäíàêîâі îñòà÷і é їõíÿ ðіçíè-
öÿ äіëèòüñÿ íà 5; á) äèâ. ïðèêëàä 5. 9.12. Ïîðàäà. Äèâ. ïðèêëàä 7. 
9.13. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíåìî 5 «êëіòîê» іç íîìåðàìè 0, 1, 2, 3, 4. Íå-
õàé íîìåð íà «êëіòöі» âіäïîâіäàє êіëüêîñòі çíàéîìèõ. Ïî öèõ 
«êëіòêàõ» áóäåìî ðîçìіùàòè îñіá äàíîї ãðóïè çà êіëüêіñòþ çíàéî-
ìèõ éîìó ëþäåé ó äàíіé ãðóïі. Äàëі ðîçãëÿíüòå òàêі äâà âèïàäêè. 
1) Ó ãðóïі є ëþäèíà, ÿêà íіêîãî íå çíàє. Òîäі 5 îñіá ðîçïîäіëÿєìî 
ïî ÷îòèðüîõ «êëіòêàõ» іç íîìåðàìè 0, 1, 2, 3. 2) Ó ãðóïі íåìàє ëþ-
äèíè, ÿêà íіêîãî íå çíàє. Òîäі 5 îñіá ðîçïîäіëÿєìî ïî ÷îòèðüîõ 
«êëіòêàõ» іç íîìåðàìè 1, 2, 3, 4. 9.14. Ïîðàäà. 1) ßêùî âñі ó÷íі òî-
âàðèøóþòü ìіæ ñîáîþ, òî êîæåí ç íèõ òîâàðèøóє ç 24 іíøèìè, ùî 
çàäîâîëüíÿє óìîâó çàäà÷і. 2) Íå âñі ó÷íі òîâàðèøóþòü ìіæ ñîáîþ. 
Îáåðåìî äâîõ, ÿêі íå òîâàðèøóþòü. Ç іíøèõ 23-õ ó÷íіâ êîæåí òîâà-
ðèøóє ç îäíèì іç öèõ äâîõ ó÷íіâ (áî іíàêøå áóëà á òðіéêà, ñåðåä 
ÿêîї íåìàє äðóçіâ). Âðàõóєìî, ùî 23 = . Òîäі, çà ïðèíöèïîì 
Äіðіõëå, õî÷à á â îäíîãî ó÷íÿ ç îáðàíîї ïàðè 12 äðóçіâ. 9.15. Ïîðà-
äà. Âіçü ìåìî òàêå k, ùîá 10k > n, і ðîçãëÿíåìî âñі öіëі ÷èñëà, áіëü-
øі çà 1 234 056 789 ⋅ 10k і ìåíøі âіä 1 234 056 789 ⋅ 10k + 10k. Òà-
êèõ ÷èñåë áіëüøå íіæ n. Îòæå, ïðèíàéìíі äâà ç íèõ ìàþòü îäíàêî-
âі îñòà÷і ïðè äіëåííі íà n. 9.16. Íі. Ïîðàäà. Íàâåäåìî êîíòðïðè-
êëàä – ÷èñëà 1, ..., 100. Ðîçãëÿíüòå ãðóïè ÷èñåë ç îäíàêîâèìè 
îñòà÷àìè. Ñåðåä íèõ 14 ÷èñåë, êðàòíèõ ÷èñëó 7 (7, 14, ..., 98); 
15 ÷èñåë äàþòü ïðè äіëåííі íà 7 îñòà÷ó 1 (1, 8, ..., 99); 15 ÷èñåë äà-
þòü îñòà÷ó 2 (2, 9, 16, ..., 100); ... 9.17. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíåìî 51 êëі-
òèíêó. Ó ïåðøіé ðîçìіñòèìî âñі ÷èñëà, ùî çàêіí÷óþòüñÿ 00, ó äðó-
ãіé – 01 àáî 99, ó òðåòіé – 02 àáî 98, ..., ó 51-é – 50. Çà ïðèíöèïîì 
Äіðіõëå, õî÷à á â îäíіé ç öèõ êëіòèíîê áóäå íå ìåíøå ÿê äâà ÷èñëà. 
Ñóìà àáî ðіçíèöÿ (äëÿ êëіòèíîê № 1 òà № 51) êðàòíà ÷èñëó 100. 
9.18. Ïîðàäà. Çà óìîâîþ à íå äіëèòüñÿ íà b. Òîäі ïðè äіëåííі àk íà 
b ìàєìî b – 1 îñòà÷ (1, ..., b – 1). Òîäі ñåðåä b ÷èñåë {1, à, à2, ..., àb} 
çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíі äâà, ùî ïðè äіëåííі íà b äàþòü îäíàêîâó 
îñòà÷ó. Íåõàé öå ÷èñëà  і , äå m < n. Òîäі (  – , àëå  – 
–  = (  – 1), äå  íå äіëèòüñÿ íà b çà óìîâîþ. Çâіäñè 
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. 9.19. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè. 1) Íåõàé є 
ó÷åíü, ÿêèé ðîçâ’ÿçàâ õî÷à á 6 çàäà÷. Êîæíó ç äâîõ іíøèõ çàäà÷, 
çà óìîâîþ, ðîçâ’ÿçàëî ïî 5 ó÷íіâ, ðàçîì 5 + 5 = 10. Àëå ó÷íіâ áóëî 
8 < 10, îòæå, çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäèí ç íèõ, ùî ðîçâ’ÿçàâ îáèäâі ç 
óêàçàíèõ çàäà÷. 2) Íåõàé êîæåí ç ó÷íіâ ðîçâ’ÿçàâ íå áіëüøå ÿê 
5 çàäà÷. Òîäі ðàçîì âîíè ðîçâ’ÿçàëè íå áіëüøå ÿê  çàäà÷. Çà 
óìîâîþ êîæíó çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàëî ïî 5 ó÷íіâ, òîäі âñüîãî ðîçâ’ÿçêіâ 
ïîâèííî áóòè . Òîäі ìàєìî, ùî êîæåí ç 8 ó÷íіâ ðîçâ’ÿçàâ 
ðіâíî ïî 5 çàäà÷. Äâà íàáîðè ïî ï’ÿòü ÷èñåë ç ìîæëèâèõ âîñüìè 1, 
2, ..., 8 ìàþòü ñïіëüíі åëåìåíòè, òîáòî є äâà ó÷íі, ÿêі ðîçâ’ÿçàëè 
îäíó é òó ñàìó çàäà÷ó. 9.20. Ïîðàäà. Ðîçãëÿíüòå 5 ÷èñåë: à1, à1 + à2, 
à1 + à2 + à3, à1 + à2 + à3 + à4, à1 + à2 + à3 + à4 + à5. ßêùî îäíå ç 
íèõ êðàòíå ÷èñëó 5, òî òâåðäæåííÿ óìîâè âèêîíóєòüñÿ. ßêùî íі, 
òî ïðè äіëåííі íà 5 âîíè ìîæóòü ìàòè îñòà÷і {1, 2, 3, 4}. Òîäі, çà 
ïðèíöèïîì Äіðіõëå, õî÷à á äâà ç óêàçàíèõ ï’ÿòè ÷èñåë ìàþòü îäíà-
êîâі îñòà÷і. Ðіçíèöÿ òàêèõ äâîõ ÷èñåë êðàòíà ÷èñëó 5 і çàäîâîëüíÿє 
óìîâó. 9.21. Ïîðàäà. Ââåäіòü ñè ñòåìó êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â îäíî-
ìó ç âóçëіâ, îñÿìè âçäîâæ ëіíіé ñіòêè òà îäèíè÷íèì âіäðіçêîì, ùî 
äîðіâíþє ñòîðîíі êëіòèíêè. ßêùî ïîçíà÷àòè ïàðíі ÷èñëà ÿê Ï, à 
íåïàðíі – ÿê Í, òî êîîðäèíàòè äîâіëüíîãî âóçëà íàøîї ñіòêè ìàòè-
ìóòü âèãëÿä (Ï; Ï), àáî (Í; Í), àáî (Ï; Í), àáî (Í; Ï). Òîáòî õî÷à á 
äâі іç çàäàíèõ ï’ÿòè òî÷îê ìàþòü êîîðäèíàòè îäíàêîâîãî âèäó. Íå-
õàé öå áóäóòü òî÷êè (õ1; y1) і (õ2; y2). Òîäі ñåðåäè íà âіäðіçêà, ùî 

ñïîëó÷àє öі òî÷êè, ìàє çà êîîðäèíàòè öіëі ÷èñëà: . 

9.22. Ïîðàäà. Íåõàé À = {à1, à2, à3, ..., àn+1} – ìíîæèíà äàíèõ ÷èñåë. 

Êîæíå іç öèõ ÷èñåë çàïèøåìî ó âèãëÿäі , äå  – íåïàðíå ÷èñ-

ëî, ïðè÷îìó ,  (áî çà óìîâîþ íàòóðàëüíå ÷èñëî 
). Óñüîãî íåïàðíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ âіä , ìàєìî n, ìíîæèíà 

Â = {b1, b2, b3, ..., bn+1} ìіñòèòü n + 1 ÷èñåë. Òîäі õî÷à á äâà ÷èñëà ç 
ìíîæèíè Â çáіãàþòüñÿ. Âіäïîâіäíі їì ÷èñëà ç ìíîæèíè À äіëÿòüñÿ 
îäíå íà îäíå áåç îñòà÷і (áіëüøå íà ìåíøå). 9.23. Ïîðàäà. Íàçâåìî 
äåïóòàòіâ âîðîãàìè, ÿêùî îäèí âäàðèâ іíøîãî. Äîâåäåìî ìåòîäîì 
ìàòåìàòè÷íîї іíäóêöії (äèâ. § 8), ÿêùî ó ïàðëàìåíòі N > 3n – 2 äå-
ïóòàòіâ, òî ìîæíà ñòâîðèòè êîìіñіþ ç n äåïóòàòіâ, ñåðåä ÿêèõ íå-
ìàє âîðîãіâ. 1) Ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ î÷åâèäíî âèêîíóєòüñÿ – áàçà 
іíäóêöії. 2) Íåõàé òâåðäæåííÿ âèêîíóєòüñÿ ïðè n = k – 1. Äîâåäåìî 
éîãî äëÿ n = k. Çðîçóìіëî, ùî ÷èñëî äåïóòàòіâ äîðіâíþє ÷èñëó òóìà-
êіâ. Òîäі, çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, çíàéäåòüñÿ äåïóòàò, ÿêèé îòðèìàâ 
íå áіëüøå ÿê îäèí òóìàê. Ó íüîãî íå áіëüøå ÿê äâîє âîðîãіâ (òîé, 
õòî éîãî âäàðèâ, і òîé, êîãî âіí âäàðèâ). Íàïðàâèìî öüîãî äåïóòàòà 
äî êîìіñії, à éîãî âîðîãіâ – ó âіäïóñòêó. Ó ïàðëàìåíòі çàëèøèëîñÿ 
N – 3 > 3(k – 1) – 2 äåïóòàòіâ, ç ÿêèõ (çà ïðèïóùåííÿì) ìîæíà 
ñêëàñòè êîìіñіþ ç k – 1 äåïóòàòіâ, ùî íå ëóïöþâàëè îäèí îäíîãî. 
Ðàçîì ç ðàíіøå ââåäåíèì äî êîìіñії äåïóòàòîì ìàєìî êîìіñіþ ç 
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k îñіá. Іíäóêöіéíèé ïåðåõіä äîâåäåíî. 3) Øóêàíå òâåðäæåííÿ äîâå-
äåíî. Ìàєìî: 2012 > 2008 = . Îòæå, ç 2012 âêàçàíèõ çà 
óìîâîþ äåïóòàòіâ ìîæíà ñêëàñòè øóêàíó êîìіñіþ. 9.24. Ïîðàäà. 
Íåõàé çà ïåðøèé äåíü ðîêó ó÷åíü ðîçâ’ÿçàâ à1 çàäà÷, çà ïåðøі äâà 
äíі – à2 çàäà÷, ..., çà ïåðøі 77 äíіâ (11 òèæíіâ) – à77 çàäà÷. 
Ðîçãëÿíåìî äâі ïîñëіäîâíîñòі ÷èñåë: {a1, à2, ..., à77} і {a1 + 20, 
à2 + 20, ..., à77 + 20}. Ðàçîì ó äâîõ ïîñëіäîâíîñòÿõ ìàєìî 154 ÷èñ-
ëà; à77 J , òîäі à77 + 20 J 152. Ñåðåä 154 ÷èñåë íåìàє 
÷èñëà áіëüøîãî çà 152, îòæå, â îá’єäíàííі äâîõ ïîñëіäîâíîñòåé çíàé-
äåòüñÿ äâà ðіâíèõ ìіæ ñîáîþ ÷èñëà. Ïðîòå ó ïåðøіé ïîñëіäîâíîñòі 
âñі ÷èñëà ðіçíі (áî êîæíîãî äíÿ ó÷åíü ðîçâ’ÿçóâàâ ïðèíàéìíі îäíó 
çàäà÷ó). Òîäі é ó äðóãіé ïîñëіäîâíîñòі âñі ÷èñëà ðіçíі. Çâіäñè ìàєìî, 
ùî ÿêåñü ÷èñëî àk ç ïåðøîї ïîñëіäîâíîñòі äîðіâíþє äåÿêîìó ÷èñëó 
àm + 20 äðóãîї ïîñëіäîâíîñòі. Çâіäñè àk – àm = 20. Ù. â. ä. 9.25. Ïî-
ðàäà. Ââåäåìî ñè ñòåìó êîîðäèíàò â îäíîìó ç âóçëіâ, îñÿìè âçäîâæ 
ñòîðіí êëіòèíêè é îäèíè÷íèì âіäðіçêîì, ùî äîðіâíþє äîâæèíі ñòî-
ðîíè êëіòèíêè. Çðîçóìіëî, ùî êîîðäèíàòè âóçëіâ êëіòèíîê є öіëè-
ìè ÷èñëàìè, ïàðíèìè (Ï) і íåïàðíèìè (Í). Òîäі êîîðäèíàòè çàäà-
íèõ ï’ÿòè òî÷îê ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäі: (Ï; Ï), àáî (Ï; Í), 
àáî (Í; Ï), àáî (Í; Í). Çà ïðèíöèïîì Äіðіõëå, õî÷à á äâі ç äàíèõ 
ï’ÿòè òî÷îê ìàþòü êîîðäèíàòè îäíîãî âèäó. Êîîðäèíàòè ñåðåäèíè 
âіäðіçêà ç êіíöÿìè â öèõ òî÷êàõ áóäóòü öіëèìè ÷èñëàìè (áî ñóìà 
àáñöèñ òà ñóìà îðäèíàò êіíöіâ öüîãî âіäðіçêà – ïàðíі ÷èñëà).
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