
3

ПЕРЕДМОВА
в.
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СЛОВНИЧОК ПОЗНАЧЕНЬ І СКОРОЧЕНЬ

ОДЗ – область допустимих значень, область визначення ви-
разу.

sign a – знак a.
min {a; b} – найменше із чисел a, b.
max {a; b} – найбільше із чисел a, b.
{a, b, c, ...} – множина з елементів a, b, c, ... .
∈ 	– належить, є елементом множини. 
Наприклад, x ∈ {1; 2; 3} – x є елементом множини {1; 2; 3}, на-

лежить множині чисел 1; 2; 3.
⊂ 	– є підмножиною, тобто дані елементи належать, є елемен-

тами множини. 
Наприклад, {x; y} ⊂ N – числа x і y належать множині нату-

ральних чисел, {x; y} – підмножина N.
⇒ 	– випливає (знак логічного слідування): 
	 x ∈ A ⇒ x ∈ B – завжди A є підмножиною B.
⇔ – знак рівносильності: 
	 x ∈ A ⇔ x ∈ B – множини A і B збігаються.
∩ 	– перетин, математичне «і»: 

	 x ∈ (A ∩ B) ⇔ 		    , x ∈ ({1; 2; 3} ∩ {2; 3; 4}) ⇔ 

⇔ x ∈ {2; 3}

∪ 	– об’єднання, математичне «або»:

	 x ∈ (A ∪ B) ⇔ 		    , x ∈ ({1; 2; 3} ∪ {2; 3; 4}) ⇔ 

⇔ x ∈ {1; 2; 3; 4}

 	– позначимо через. Наприклад, x2  t – x2 позначимо через 
t.

≡ 	 – тотожна рівність.
р. н. – розв’язків немає.
ст. к. – сторонній корінь.
xВ – абсциса вершини параболи.
yВ – ордината вершини параболи. 
Щ. в. д. – що і вимагалось довести.
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РАЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ

Квадратне рівняння ax2 + bx + c = 0 при a ≠ 0

	D < 0:  немає розв’язків;

	D = 0:  x1 = x2 = –  – єдиний розв’язок;

	D > 0:  x1 ≠ x2 – два розв’язки.

ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2) при x ∈ R.
Якщо b – парне:

Приклад 1. x2 – 16x – 8 = 0.

 = 82 + 8 = 8(8 + 1) = 23 · 32;

x1,2 = 8 ± 6 .

Відповідь: 8 ± 6 .

Теорема Вієта

        за умови D I 0.

Теорема, обернена до теореми Вієта

Довільні числа m і n ({m, n} ⊂ R) – корені 

рівняння x2 – (m + n)x + m · n = 0



6

Приклад 2. x2 – 2x – 8 = 0,  = 9 > 0,

Відповідь: –2; 4.

Вузлик  на  з га дку 
ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2),  

де x1,2 – корені, x ∈ R.

Біквадратне рівняння

ax4 + bx2 + c = 0 при a ≠ 0  
заміною x2 = t I 0 зводиться до квадратного

Приклад 3. x4 – 2x2 – 8 = 0.

x2 = t I 0,  t2 – 2t – 8 = 0, 

за теоремою Вієта t1 = –2 – ст. к., t2 = 4 > 0.

x2 = 4 ⇔ |x| = 2 ⇔ x ∈ {±2}.

Відповідь: ±2.

Приклад 4.

.

(2x2 – 3x + 1)2 = 4 

Відповідь: 
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ax2n + bxn + c = 0 при a ≠ 0 заміною xn = t зводиться  
до квадратного

Приклад 5. x6 – 2x3 – 8 = 0

x3   t ∈ R, t1,2 ∈ {–2; 4}.

Відповідь: 

Ціле раціональне рівняння

anx
n + an–1x

n–1 + ... + a1x + a0 = 0  
при an ≠ 0,  ai ∈ R, i ∈ N

	має не більше ніж n коренів;
	якщо n = 2k – 1, k ∈ N, то має хоча б один дійсний корінь;
	якщо n = 2k, k ∈ N, то може не мати дійсних коренів.

Теорема Безу

Якщо Pn(x)  anx
n + an–1x

n–1 + ... + a1x + a0 = 0 поділити на 
(x – c), то в остачі матимемо Pn(c).

	Якщо c – корінь рівняння Pn(x) = 0, то 

Pn(x) = (x – c)Pn–1(x).

	Якщо рівняння Pn(x) = 0 має раціональний корінь , то p – 

дільник a0, а q – дільник an.

	Якщо рівняння Pn(x) = 0 має цілий корінь, то він є дільником 

, де  ∈ Z.

Приклад 6. x3 – 3x – 2 = 0.

a0 = –2, можливі цілі корені: ±1; ±2.
Перевіркою: x = 2 – корінь.
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Ділимо x3 – 3x – 2 на x – 2

Маємо: (x – 2)(x + 1)2 = 0.
Відповідь: 2; –1.

Приклад 7. x4 – 2x3 – 9x2 + 2x + 8 = 0.

Перевіркою: x = ±1 – корені.  
Ділимо на (x – 1)(x + 1)

Маємо: (x – 1)(x + 1)(x2 – 2x – 8) = 0.
Відповідь: ±1; –2; 4.

Властивість коренів кубічного рівняння 

ax3 + bx2 + cx + d = 0

, 

Зауважимо, якщо ви вгадали три кореня кубічного рівнян-
ня  – вони є його повним розв’язком, бо рівняння третього 
степеню не може мати більше, ніж три корені.
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ДЕЯКІ СПОСОБИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
ЦІЛИХ РАЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

І. МАЙЖЕ ОЧЕВИДНА ЗАМІНА

Приклад 8. .

Заміна  . Маємо:

;  .

Відповідь:  .

Вузлик  на  з га дку 

Приклад 9. (x + 1)2(x2 + 2x) = 12 ⇔ (x + 1)2(x2 + 2x + 1 – 1) = 12.

Заміна (x + 1)2    t I 0. Маємо:
1) t(t – 1) = 12 ⇔ t2 – t – 12 = 0; t1 = 4 > 0; t2 = –3 – ст. к.
2) (x + 1)2 = 4 ⇔ |x + 1| = 2 ⇔ x ∈ {1; –3}.

Відповідь:  x ∈ {1; –3}.

Приклад 10.  (x2 + 3x + 1)(x2 + 3x + 3) + 1 = 0.

Заміна (x2 + 3x + 2)    t. Маємо: (t – 1)(t + 1) + 1 = 0.
Відповідь: –2; –1.

ІІ. (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = m,  
якщо a + b = c + d

Заміна x2 + (a + b)x + k  t (де k = ab або cd).

Приклад 11. (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x – 4) = 3 ⇔ 

⇔ (x – 1)(x – 4)(x – 2)(x – 3) = 3 ⇔ 
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Відповідь: .

ІІІ. (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = nx2, 
якщо ab = cd

Ділимо на x2 ≠ 0, потім , 

де k = a + b або c + d.

Приклад 12. (x + 2)(x + 3)(x + 8)(x + 12) = 4x2

(x + 2)(x + 12)(x + 3)(x + 8) = 4x2 ⇔

Відповідь: .

ІV. СИМЕТРИЧНІ

ІVа. ax3 + bx2 + bx + a = 0

Приклад 13. 2x3 + 3x2 + 3x + 2 = 0.

Згрупуємо: 2(x3 + 1) + 3x(x + 1) = 0 ⇔

Відповідь: –1.
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ІVб. ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0

Ділимо на x2 ≠ 0, далі .

Приклад 14.

x4 + 5x3 – 22x2 + 5x + 1 = 0  | : x2 ≠ 0

Відповідь: .

V. ЗВОРОТНІ

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, якщо  

Ділимо на x2 ≠ 0, далі .

Приклад 15. .

Перевіримо: . Ділимо на x2:

Відповідь: .
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VІ. А МОЖЕ ПРОСТО СКОРОТИТИ? 

Приклад 17.   

Відповідь: 2.

Приклад 18. 

Відповідь: 2; –4,5.

Приклад 19.  

 

Відповідь: 1; 2.
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VII. ШУКАЙТЕ ПОВНИЙ КВАДРАТ

VІІa.

Приклад 16.

.

Відповідь: 2; 1,2.

Вузлик  на  з га дку 

, 

VIIб. x4 + 2ax3 + (a2 + b)x2 + abx + c = 0  ⇔

⇔ (x2 + ax)2 + b(x2 + ax) + c = 0, далі x2 + ax  t. 
Проте можна почати з 
	 x4 + 2ax3 = (x2 + ax)2 – a2x2...

Приклад 20. x4 + 6x3 + 5x2 – 12x + 3 = 0.

2a = 6, ab = –12, перевіримо a2 + b  5.
І спосіб. 
Якщо 2a = 6, ab = –12, a = 3, b = –4, тоді a2 + b = 32 + (–4) = 5. 
Отже, x2 + 3x  t.

ІІ спосіб.
1) x4 + 6x3 = x4 + 2 ⋅ x2(3x) = (x + 3x)2 – 9x2.
2) –9x2 + 5x2 – 12x = –4x2 – 12x = –4(x2 + 3x).

3)
 

Відповідь: .

VIIв.  x4 + 2ax3 + (a – 1)x2 – 2bx – b2 = 0  ⇔

⇔ (x2 + ax)2 – (x + b)2 = 0 ⇔
⇔ | x2 + ax | = | x + b | ⇔ x2 + ax = ±(x + b).
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Приклад 21. x4 + 4x3 + 3x2 + 2x – 1 = 0.

–2b = 2. Перевіримо a – 1  3, –b2  –1
Якщо 2a = 4, 2 = –2b, то a = 2, b = –1, 
тоді a – 1 = 3, –b2 = –1.

Відповідь: .

VIIг.   ⇔

Приклад 22. .

x + 2 = (x + 1) + 1, тому

Відповідь: .
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Vг.   ⇔

Приклад 23. 

Відповідь: .

VIII. УПІЗНАЙТЕ ЗАМІНУ

VIIIа.

Чисельник і знаменник кожного з дробів ділимо на x ≠ 0, має-

мо: , далі  або 

.

Приклад 24. 
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  t ∈ {1; –12}.

Відповідь: .

VIIIб. 																			                

або

  
(x + a)5 – (x + b)5 = c

Розв’язуємо заміною 

Приклад 25. .

a = – 5, b = –3, тоді 

Маємо: (t + 1)4 + (t – 1)4 = 2 ⇔  
⇔ (t2 + 2t + 1)2 + (t2 – 2t + 1)2 = 2 ⇔  
⇔ 2t4 + 2 · 4t2 + 2 · 1 + 2 · 2t2 = 2 ⇔  
⇔ t2(t2 + 3) = 0 ⇔ t = 0 ⇔ x = 4.

Відповідь: 4.

VIIIв. ІЗ ВЗАЄМНО ОБЕРНЕНИМИ ВИРАЗАМИ 

Заміна 

Приклад 26.

t ∈ {2; –1}.

Відповідь: ±1; 2; 4.

(x + a)4 + (x + b)4 = c
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VIIIг. ШУКАЙТЕ СПІЛЬНИЙ ВИРАЗ ДЛЯ ЗАМІНИ

Приклад 27. , 

x2 + 2x + 2  t. Маємо: 

t ∈ {2; –0,6}.

Відповідь: 0; –2.

IX. ОДНОРІДНЕ

af2(x) + bf(x)g(x) + cg2(x) = 0

Ділимо на g2(x), далі 

Приклад 28.

(2x2 – x + 1)2 + x2(2x2 – x + 1) – 6x4 = 0 | :  (x2)2

; t ∈ {–3; 2}.

Відповідь: 1.

X. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ РІВНЯННЯ ВІДНОСНО  
ЙОГО КОЕФІЦІЄНТІВ

Приклад 29. x3 + 2ax2 + a2x + a – 1 ⇔ 

⇔ a2x + a(2x2 + 1) + x3 – 1 = 0 ⇔ 
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Аналіз:
x = 1 – a = 0 
при a = 1

D = (a + 1)2 – 4 < 0 
при |a + 1| < 2,

a ∈ (–3; 1)

Відповідь:	якщо a ∈ (–3; 1], то  x = 1 – a;
	 якщо a ∈ {–∞; –3] ∪ (1; ∞), то

	
.

Приклад 30. x4 – 2x2 + 4 x + 4x – 3 – 2  = 0.

Якщо   a (a > 0), маємо:

 тоді 

D = (x2 + 1)2. Далі одержимо

Відповідь: .

X.

Якщо f(z) = f(t), то z = t.

Приклад 31. 5(x – 2)3 + x = 5(2x – 2)3 + 2x;

f(t) = 5(t – 2)3 + t строго зростає і
f(x) = f(2x) ⇔ x = 2x ⇔ x = 0.

Відповідь: 0.

f(z) = f(t), f(x) – монотонна
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XI. УГАДАЙ РОЗВ’ЯЗОК І ДОВЕДИ ЙОГО ЄДИНІСТЬ

У доведенні допоможуть факти:

	якщо  I 0, то  I 2;  = 2 при  = 1;

	якщо y = ax2 + bx + c, то

y I yВ при a > 0;

y J yВ при a < 0;
xВ = 

yВ = y(xВ)

	|x – a| + |x – b| I |a – b| при x ∈ R;

	|x – a| + |x – b| = |a – b| ⇔ 
	 ⇔ x ∈ [min{a; b}; max{a; b}];

	якщо f(x) строго зростає, а ϕ(x) – спадає, то рівняння f(x) = ϕ(x) 
має не більше ніж один розв’язок;

	якщо f(x) строго монотонна, а ϕ(x) = const, то рівняння f(x) = ϕ(x) 
має не більше ніж один розв’язок.

Приклад 32.  .

Оскільки , 
y = –(x2 – 2x – 1)
xB = 1
yB = y(1) = 2
y I yB ⇔ y I 2

Відповідь: 1.

Приклад 33. x13 – 2 = –2x5 + 1.
x = 1 – очевидний розв’язок.
Оскільки f(x) = x13 – 2 – зростаюча; ϕ(x) = –2x5 + 1 – спадна, 
тоді x = 1 – єдиний розв’язок.

Відповідь: 1.
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Приклад 34.

y = –x2 + 2x + 3
xB = 1
yB = y(1) = 4
y J yB = 4

Відповідь: 1.

Вузлик  на  з га дку 

, до того

;

;

.

ІРРАЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ

I. 

Вузлик  на  з га дку 
Під час піднесення до квадрата слідкуємо  

за невід’ємністю обох частин рівняння.

Приклад 35.

Відповідь: ∅.
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II.

Приклад 36. 

Відповідь: –3.

III.

Приклад 37.

Відповідь: 2.

IV.

Приклад 38. 

  ⇔  x = –3.

Відповідь: –3.
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Приклад 39. 

  ⇔  x = 3.

Відповідь: 3.

V. ОЧЕВИДНА ЗАМІНА

Аналогічно до розв’язування раціональних рівнянь на 
с. 11–12.

Приклад 40.  

,
 

Відповідь: 2; –(511)–1.

Вузлик  на  з га дку 

Приклад 41. 

Відповідь: 

Приклад 42. 
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Далі як на с. 5–6:  (t – 2)(t2 + 3t + 7) = 0.
Відповідь: 25.

Приклад 43. 

1) x = 3 – розв’язок. 

2) При x ≠ 3 поділимо чисельник і знаменник дробу на :

    

t ∈ {0; 1} ⇔ x ∈ {1; 2}.
Відповідь: 1; 2; 3.

VI. УСЕ «МОЖЕ ВИРІШИТИ» ОДЗ

Приклад 44. 

ОДЗ: 

Перевірка: x = 2 – розв’язок.
Відповідь: 2.

Приклад 45. 

Відповідь: 
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VII.

Приклад 46.

ОДЗ:  

1) При x > 3 маємо:

2) При x J –3 маємо:

Відповідь: 11; –3.

VIII.
 

Пам’ятаємо: 

Приклад 47. ,   

Пам’ятаємо: 
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ОДЗ:  

Домножимо рівняння на (x – 4) ≠ 0. Маємо:

1) Якщо x > 4, то   Тоді

2) Якщо x J –4, то  Тоді

Відповідь: 4 ; –5.

IX. ШУКАЙТЕ ПОВНИЙ КВАДРАТ

Аналогічно до розв’язування раціональних рівнянь на с. 9.

Приклад 48. x2 + 4x + 12 = 2x  ⇔

⇔ x2 – 2x  + (4x + 12) = 0 ⇔

⇔ (x – )2 = 0 ⇔ x =  ⇔

⇔ 

Відповідь: 6.

Приклад 49. 
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ОДЗ
x I 0
x + 3 ≠ 0

x = 0 – не є 
розв’язком.

Відповідь: 1; 9; 15 ± 6 .

Приклад 50. 

.

1) 

2) 

3) 

Відповідь: 1,25.

X. УГАДАВ РОЗВ’ЯЗОК – ДОВЕДИ  
ЄДИНІСТЬ!

Аналогічно до розв’язування раціональних рівнянь на с. 15.
При доведенні зазвичай спираємося на:
	якщо f(x) строго зростає, а ϕ(x) – спадає, то f(x) = ϕ(x) має не 
більше ніж один розв’язок; 

	якщо f(x) строго монотонна, а ϕ(x) = const, то f(x) = ϕ(x) має не 
більше ніж один розв’язок.

Приклад 51. .
                                  зростає            стала

Рівняння має не більше ніж один розв’язок.

Перевірка: x = 33 – розв’язок.
Відповідь: 33.
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Приклад 52. 

.
     спадає (як сума спадних функцій)                стала

Рівняння має не більше ніж один розв’язок.
Перевірка: x = –1 – розв’язок.

Відповідь: –1.

Приклад 53.	

.

  – має не більше ніж один розв’язок.

t = 0; 
Відповідь: 0; –5.

XI. ВЛАСТИВІСТЬ ВЗАЄМНО ОБЕРНЕНИХ  
ФУНКЦІЙ

Якщо y = f(x) і y = ϕ(x) – взаємно обернені (тобто x = ϕ(y) ⇔ 

⇔ y = f(x), f(x) і ϕ(x) – монотонні), то   виконується 

за умови y = x.

Приклад 54. 

f(x) = x2 – 1 і ϕ(x) =  – взаємно обернені при x I 1, бо 

Маємо:  

Відповідь: .

зростає        спадає
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XII. Якщо   і  – монотонна, 
то 

Приклад 55.  

.

 – зростає, тоді 2x + 1 = –3x.

Відповідь: –0,2.

XIII.

Позначимо їх як t і z.

 У випадках  див. п. X 
(с. 22).

 У випадку   –   = c  

t =  ,  z = 

Приклад 56.  .

Якщо дано суму (різницю) двох коренів



29

Відповідь: 8.

Вузлик  на  з га дку 

t2 + z2 = (t + z)2 – 2tz
t2 + z2 = (t – z)2 + 2tz
t4 – z4 = (t – z)(t + z)(t2 + z2)
t4 + z4 = (t2 + z2)2 – 2t2z2

Приклад 57.  .

Відповідь: 2; 10.

XIV. ІНОДІ ДОЦІЛЬНО ДОМНОЖИТИ  
НА СПРЯЖЕНИЙ ВИРАЗ

Вузлик  на  з га дку 

	 спряжені

Приклад 58.  (  + 1)(  + 2x – 1) = x.

Різниця квадратів доданків першої дужки дорівнює x, тому 
доцільно домножити рівняння на спряжений до цієї дужки ви-

раз  за умови .

1)	   – розв’язок.
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2)  . Маємо:

	 x · (  + 2x – 1) = x · (  – 1),

	  + 2x – 1 =  – 1 ⇔ x = 0 – ст. к.
Відповідь: 0.

Приклад 59. 

Обидва підкореневі тричлени мають однакові перший і тре-
тій коефіцієнти (домножимо на спряжений, відмінний від 
нуля):

1) x = 0 – розв’язок.
2) При x ≠ 0 маємо:

Відповідь: –1; 0; 1.

Приклад 60. 

Обидва підкореневі вирази мають однакові коефіцієнти при 
x3 і x2. Домножимо обидві частини на спряжений до лівої 
частини вираз, відмінний від нуля:

1) Перевірка: x = 0,5 – розв’язок.

2) При x ≠ 0,5 ділимо на 2x – 1 ≠ 0. Далі аналогічно до при-
клада 52 маємо:
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і див. с. 5–6.

Відповідь: 

Приклад 61.  

 

Множимо й ділимо ліву й праву частини рівності на спряжені 
їм вирази, відмінні від нуля:

Відповідь: 2.

XV. ,
якщо  a + c = n + k

Підносимо обидві частини до квадрата (за умови невід’ємності 
правої та лівої частин рівняння).

Приклад 62. 

  

ОДЗ:  .  Тоді .
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Піднесемо обидві частини до квадрата:

.

Знову піднесемо обидві частини до квадрата:

Відповідь: 3.

XVI. ДВА-ТРИ КУБІЧНИХ КОРЕНІ

•• Або уважно підносимо до куба.
•• Або використовуємо заміну.
•• Або спираємося на монотонність.

Приклад 63.  .

Заміна  , маємо 

 

 
.

Відповідь: x ∈ ∅.

Приклад 64. .

Підносимо до куба, враховуючи що
(a ± b)3 = a3 ± b3 ± 3ab(a + b):

Відповідь: .
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Приклад 65.

;

; , tz ≠ 0,

  (див. «Вузлик» на с. 18).

Відповідь: .

Приклад 66. .

, тому рівняння має єдиний роз­

в’язок x = –2 (див. X, с. ___–___).

Відповідь: –2.

XVII. ПОХІДНІ ПРОПОРЦІЇ

Приклад 67. 

Аналіз: 
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Відповідь: 3.

РАЦІОНАЛЬНІ СИСТЕМИ  
ДВОХ РІВНЯНЬ З ДВОМА ЗМІННИМИ

I. Лінійні 

	Якщо  – безліч розв’язків вигляду 

	

	Якщо  – немає розв’язків: {x; y} ⊂ ∅.

	Якщо  – єдиний розв’язок (шукаємо алгебраїчним до-

даванням рівнянь або підстановкою).

Приклад 68. 

Відповідь: ∅.

Приклад 69. 

, тобто 1 розв’язок

Відповідь: (–3; –2).
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II. ДОПОМОЖЕ ТЕОРЕМА, ОБЕРНЕНА  
ДО ТЕОРЕМИ ВІЄТА

IIа.

IIб.

IIв.

Приклад 70. 

Відповідь: .

x і y – розв’язки рівняння 
t2 – mt + n = 0

x і (–y) – розв’язки рівняння 
t2 – mt – n = 0

(ax) і (by) – розв’язки рівняння
t2 – mt + abn = 0
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IIг.

Приклад 71.

Враховуючи, що рівність  не має змісту, маємо: 

Відповідь: (1; –2), (–1; 2).

IIд.

Приклад 72. 

Маємо: x4 = 16 і y4 = 1 або y4 = 16 і x4 = 1  (за умови xy > 0).
Відповідь: (–1; –2), (–2; –1), (1; 2), (2; 1).

 
(x2) і (±y2) є розв’язками рівняння  
t2 – mt ± n2 = 0, якщо виконується  умова 
sign(xy) = sign (n).
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III.

Приклад 73. 

Якщо  x = 3,  то 

Якщо  y = 2,  то 

Відповідь: 

Приклад 74. 

ОДЗ: x2 – 4y2 I 0.

1) x = 0 
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2) 
 

Відповідь: 

IV. АЛГЕБРАЇЧНЕ ДОДАВАННЯ

Приклад 75. 

Відповідь: (0; 1), (2; –1).

V. СИМЕТРИЧНІ

 не змінює систему

Розв’язуємо заміною: При тому пам’ятаємо:
x2 + y2 = (x + y)2 – 2xy
x3 + y3 = (x + y)((x + y)2 – 3xy)
x4 + y4 =  – 2x2y2

Приклад 76. 

Відповідь: (1; 2), (2; 1).
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Вузлик  на  з га дку 

У симетричній системі якщо (a; b) – розв’язок,  
то і (b; a) – розв’язок.

Приклад 77. 

Маємо: 

Відповідь: (–1; –2), (–2; –1).

VI. ОДНЕ З РІВНЯНЬ Є ОДНОРІДНИМ

В одній частині рівняння однорідний многочлен (усі доданки 
axmyp мають m + p = n, де n = const – степінь однорідності), 
в іншій – нуль.

Ділимо це рівняння на yn (n – степінь однорідності), переко-
навшись, що y = 0 не є розв’язком системи.

Приклад 78. 

Відповідь: (–2; –1), (2; 1).
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VII. ЛІВІ ЧАСТИНИ ОБОХ РІВНЯНЬ – ОДНОРІДНІ  
МНОГОЧЛЕНИ ОДНОГО СТЕПЕНЯ,  

А ПРАВІ – ВІДМІННІ ВІД НУЛЯ ЧИСЛА

	Зводимо до типу .

	Можна ввести заміну і поділити одне з рівнянь на інше (за 
умови, що дільник не нуль).

Приклад 79. 

1-й спосіб.

Далі див. п.  на с. 33.

2-й спосіб. 

. При  маємо: ; при   р. н.

Відповідь: (2; 1), (–2; –1).

РАЦІОНАЛЬНІ СИСТЕМИ ТРЬОХ РІВНЯНЬ  
З ТРЬОМА ЗМІННИМИ

I. ТЕОРЕМА, ОБЕРНЕНА ДО ТЕОРЕМИ ВІЄТА:

x, y, z – корені рівняння –t3 + at2 – bt + c = 0.

Приклад 80. 
–t3 + 2t2 + t – 2 = 0
–t2(t – 2) + t – 2 = 0
(t – 2)(t2 – 1) = 0
t ∈ {2; ±1}.
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Відповідь:	(2; 1; –1), (2; –1: 1), (1; 2; –1), (1; –1; 2), (–1; 1; 2), 
(–1; 2; 1).

II. КРУГОВІ СИСТЕМИ

IIа.

 

  ⇔  .

Далі по черзі від цієї рівності віднімаємо кожне з рівнянь сис-
теми.

IIб.

 

  ⇔  x2y2z2 = abc.

Далі по черзі ділимо на кожне з рівнянь системи, піднесене до 
квадрата; враховуємо знаки коефіцієнтів a, b, c.

Приклад 81. 

Маємо:	 x + y + z = 3,
	 z = 3 – 1 = 2;
	 y = 3 – 2 = 1;
	 x = 3 – 3 = 0.

Відповідь: (0; 1; 2).

Приклад 82. 

Маємо:

Відповідь: (1; 5; –3).
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Приклад 83. 

z2 = x2y2z2 : x2y2 = 4 ⋅ 9 : 1 ⇔ |z| = 6;

x2 = x2y2z2 : y2z2 = 4 ⋅ 9 : 42 ⇔ |x| = ;

y2 = x2y2z2 : x2z2 = 4 ⋅ 9 : 92 ⇔ |y| = .

1)  

2)  

Відповідь: 

Приклад 84.  

Маємо:  і по черзі від нього віднімаємо кож-
не з рівнянь системи:

Одержимо: .

По черзі ділимо на x2z2, x2y2, y2z2; врахуємо, що x, y, z мають 
однакові знаки.

Відповідь: (2; 3; 4), (–2; –3; –4).
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ДРОБОВО-РАЦІОНАЛЬНІ  
СИСТЕМИ РІВНЯНЬ

I. НЕ ЗАБУДЬТЕ ВРАХУВАТИ ОДЗ

Приклад 85. 

далі див. п.  на с. 33.
Відповідь: (2; 3), (–2; –3), (3; 2), (–3; –2).

II. ШУКАЙТЕ ЗАМІНУ

Приклад 86. 

Маємо:  

{t; x} ⊂ {–2; 1}.

1) 

2) 
.

Відповідь:  

Приклад 87. 
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Відповідь: (4; 2).

III. ІНКОЛИ ДОЦІЛЬНО ПОДІЛИТИ

Приклад 88. 

Ділимо перше рівняння на 
друге, скорочуємо (x + y ≠ 0), 
маємо: 
5x2 + xy = 0 за умови y ≠ ±x

Відповідь: 

ІРРАЦІОНАЛЬНІ СИСТЕМИ РІВНЯНЬ

I. ПРОАНАЛІЗУЙТЕ ОДЗ

Приклад 89.

ОДЗ: 

При  маємо: .

Відповідь: ∅.
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Приклад 90. 

ОДЗ: 

При x = 3 маємо:

Відповідь: (3; –5; 4).

II. ШУКАЙТЕ ЗАМІНУ

Приклад 91. 

(враховуючи, що t2 – tz + z2 = (t + z)2 – 3tz)

 
(див. IIа на с. 30)

Маємо: 

Відповідь: (3; 1).

Приклад 92.

ОДЗ: 
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Нехай , , маємо: 

.

 

1)  	 2) 
.
 

Відповідь: (1; 1).

III.

Приклад 93. 

ОДЗ: 

Пам’ятаємо:  
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1) Якщо    то    Маємо:

 
 = –2, р. н.

2) Якщо    то   

Маємо: 
 

,  .

Відповідь: (–2; –8).

Приклад 94.

Зауважимо, що обидва рівняння 
є однорідними 2-го степеня.

Заміна . Тоді:

   Маємо: , , . 

1)  
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2)  

Відповідь: (8; 1), (–8; –1), (8; –1), (–8; 1).

Приклад 95.

ОДЗ: 

Перетворимо перше рівняння:

 .

1)  і . Тоді маємо:

 

 

Отже, .
2)  і . Тоді маємо:

 

 

Отже, 

.
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Відповідь:	(5; 4), (5; –4), ( ; ), ( ; ).

IV.  Враховуємо властивість монотонної функції: f(z) = f(t) ⇔  
⇔ z = t, якщо f(x) – строго монотонна (див. с. 15).

Приклад 96. 

функція f(t) = t +  – 
строго монотонна, тоді 
f(x) = f(y) ⇔ x = y.

Відповідь: (3; 3), (–3; –3).

V. Угадав розв’язки – доведи, що інших немає.

Приклад 97. 

Перше рівняння рівносильне рівнянню 
(x2 + 1) ⋅ (y2 + 1) = 10, але 10 = 2 ⋅ 5.

Спробуємо: Маємо:

1)

2)

Задана умовою система зводиться до рівняння четвертого сте-
пеня і не може мати більше ніж чотири розв’язки.

Відповідь: (1; 2), (1; –2), (2; 1), (–2; 1).
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Додаток

ФОРМУЛИ КРАМЕРА

Формули Крамера допоможуть швидко отримати розв’язок лі-
нійних рівнянь (якщо їх кількість співпадає з кількістю невідомих).

Назвемо визначником другого порядку різницю n1n4 – n3n2 і 
позначимо так:

.

(Тобто для обчислення визначника другого порядку треба 
знайти різницю добутків його елементів, що містяться на діаго-
налях.)

Наприклад,

,  .

Система двох лінійних рівнянь

                                  (1)

має розв’язок, якщо визначник, складений з коефіцієнтів пе-
ред невідомими 

,  .

Шуканий розв’язок за Крамером знаходимо так:

,  , 

де ∆x (∆y ) отримаємо з основного визначника ∆ заміною стовпчи-
ка з коефіцієнтів перед x (перед y) на стовпчик з вільних членів 
системи (1):

, .

Приклад 98.  

1)  .
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2) , .

3) , .

Відповідь: (2,5; 1,5).

Аналогічно, за формулами Крамера можна знайти розв’язок і 
систем лінійних рівнянь, коли їх більше ніж два.

Введемо поняття визначника третього порядку через визна-
чники другого порядку:

  .

Зауважимо:
•	 перший множник кожного добутку  – елементи першого 

рядка визначника третього порядку;
•	 другий множник – визначник другого порядку, отриманий 

відкиданням рядка і стовпчика на перетині яких розміщено пер-
ший множник;

•	 знак перед добутком визначаємо як , r і s – номери 
рядка та стовпчика на перетині яких міститься перший множник.

За Крамером розв’язок системи трьох лінійних рівнянь

                            (2)

обчислюється (у випадку  ) за формулами:

∆ = , , , ,

, , .

Тобто визначник ∆x (∆y, ∆z) отримаємо з основного визначника 
∆ заміною стовпчика з коефіцієнтів перед х (перед y, перед z) на 
стовпчик з вільних членів системи (2):
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Приклад 99.  

1) ∆ = .

2)  ,  ,  . 

3)  = , , .

Відповідь: (3; 2; 1).

Зауважимо, що існують формули Крамера для обчислення 
розв’язку системи довільного числа n лінійних рівнянь з n неві-
домими.
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